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BAC BLANC 11'

Exercice 1 :

On considére la fonction f définie sur R par f(z) =1 —e7*
Partie I
1. Dresser le tableau de variation de f sur R
2. Etudier le signe de f(z) — z sur R.

1
3. Montrer que I'équation f(z) = 1 — x posséde une solution unique « dans |-, 1[.

T (x—=1t)"
4. Pour tout n € N* et pour tout € R*, on pose F,(x) = / #etdt
0 n:

(a) Calculer Fy(x) pour tout 2 € RT.

n+1
(b) Montrer que (Va € RT) (Vn € N*); F,, 1 (z) = er I ()
(d) Montrer que (Vx € RT) (Vn € N*) : F,,(z) > 0
2 3 2
(e) En déduire que (Vo € RT) : % — % <z — f(zr) < %

Partie 11

. . - 1
1. On considére la suite (uy,) Ho

neN U1 = f(un) .

définie par {
(a) Montrer que (Vn € N) : u,, > 0
(b) Montrer que la suite (u,) est décroissante et déduire qu’elle est convergente et

préciser sa limite

. Up — Up+1 1
c¢) Montrer que lim ——— = —.

1
définie par Y € ] e’ L {

2. On consideére la suite (v,) :
Uns1 = 1 — f(vy)

neN

(a) Montrer que (Vn € N): — < v, < L.

1
e
1

(b) Montrer que (Vn € N) : |v,41 — af < e e |v, — af, en déduire que (v,,) conver-
gente et préciser sa limite.

Partie 111
1. Montrer que pour tout n € N* I’équation f(x) = 1 — 2™ posséde une solution unique
o, dans | 0, 1].
2. Montrer que la suite (a,),>, est croissante, et déduire qu’elle est convergente .
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—1

3. Montrer que (Vn € N*) : — < In (a;,) < 0, en déduire lim av,.
n

4. Montrer que limn (a,, — 1) = —1

Partie IV
On consideére les fonctions g et F' définies sur R par :

g(w)z@;w>0 F(x)zl/;g(t)dt;x>0
9(0) =1 F(0)=1

1. Montrer que la fonction g est continue sur R™.
72

2. (a) Montrer que (Vx € R*"): 1 — % <Fr)<1— Z + 1_8
(b) Montrer que F' est continue et dérivable & droite en 0 , et interpréter géométri-

quement le résultat .

1 [t 1
3. (a) Montrer que (Vz €]1, +00[) : 0 < F(z) < / g0yt + 7
L Jo

) Calculer lllil F(z) puis préciser la nature de la branche mﬁnie au voisinage de
T—+00

(b
+o00.
4. (a) Montrer que la fonction F' est dérivable sur |0, +o0o [ et que :
(

M) vee ha )—f(x)—/o g(t)dt

22
(b) Montrer que (Vx >0) :e*(x+1)—1<0
(c) Etudier les variation de h sur ]0,4o00[, en déduire que (Vz > 0); h(z) < 0.
5. Dresser le tableau de variation de F' puis construire sa courbe représentative.

Vo > 0); F'(z) =

Partie V
61‘

1
1. Pour tout n € N, on pose w,, = —dx
e / e (1+e7)

(a) Calculer wy.
(b) Montrer que la suite (w,) est décroissante, en déduire qu’elle convergente .

(¢) Montrer que (Vn € N);w,41 + w, = g(n), en déduire que limw,, = 0

n—1

2. Pour tout n € N* — {1}, on pose S,, = Z(—l)kg(k).

n—1
_1>n—1ex e T
(a) Montrer que (Vx € R)(Vn > 2) Z( )e et (1+et) 14e®

(b) Montrer que (Vn > 2): S, = (—=1)""!w, +In < 1), en déduire lim S,,.
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Exercice 2 :

Partie I :
On admet que :

n

On pose u,, = Z(—l)k In (1 + %) . Le but est de montrer que (u,) est convergente et

k=1
calculer sa limite.

- 1 1
1. (a) Montrer que ug,.1 = Z In (1 + —) —1In (1 + )
— 2k 2k + 1

- L 2%k +1 (2n+1)!
(b) Déduire que uz,+1 = In (H —4k(k+1)> n(23n<n+1><n!>3)
2

(c) En utilisant (%), montrer que ug,+1 — In| —
n—-+o00 i

2. Exprimer ug, en fonction de usg, 11, puis déduire la limite de (ug,).
. 2
3. A l'aide de la définition de la limite, montrer que v, — In (—) :

n—-4oo T
Partie II :

Pour tout n € N, on pose

n 1 n —1)k1
Snzzn+ket5;:2( k,? :

1. Etablir que pour tout p > 1,

/erl de 1 /p dz
— < -=-< —.
p T P Jpa1 ¥

En déduire la limite de (S,).
2. Etablir que S}, = S,,. En déduire la limite de (S7,).
Partie III :
Soit m un entier naturel et E,, 'équation = + tanx = n d’inconnue z €| — 7/2; /2|
1. Montrer que I'équation FE, posséde une solution unique notée x,,.
2. Montrer que la suite (z,,) converge et déterminer sa limite.
(écrire x,, en fonction de z,, et Arctan)

Exercice 3 :

1
tmeC—4q=
soit m € C {2}
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Partie I :

On considére dans C I'équation (Ey) : 22 — (2m +1i)z +2 m? —m(1 —i) = 0.
1. Montrer que le discriminant de I'équation (Ey) est A = (i(2 m — 1))
2. (a) Déterminer z; et zs. )
V2

Donner la forme trigonométrique de z; et zy

Partie 1I :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, 4, v)
On consideére les points M(m), My (21) et M (25)

1
1. Montrer que MMy = 2 |m — 5

avec 0 €] E,W[.

(b) Dans cette question on prend m = 5

En déduire I'ensemble des points M (m) tels que My My = 2

2. Montrer que les points M(m), M; (21) et My (22) sont alignés si et seulement si m €

1
R - {_
2
3. Soit f la transformation du plan d’expression complexe 2z’ =iz + m.

(a) Vérifier que f(M) = M;.
(b) Montrer que f est une rotation dont on donnera son centre et une mesure de son
angle.

1
4. Soit (I') le cercle de diamétre [AB] avec A(1) et B ( 5 1)

1
Montrer que si m ¢ R — {5} et M(m) € (I') alors les points O, M(m), My (21) et

M; (z2) sont cocycliques.

Exercice 4 :

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés de divisibilité de ’entier 4n — 1
lorsque n est un entier naturel.

Partie I : Quelques exemples
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n € N, 4" = 1[3]
2. Prouver que 4?® — 1 est divisible par 29.
3. (a) Pour 1 < n < 4, déterminer le reste modulo 17 de 4"
(b) En déduire que Vk € N, on a : 4% = 0[17]
4. Le nombre 4" — 1 est-il divisible par 17 pour tout entier naturel n ?
5. A l'aide des questions précédentes, déterminer quatre diviseurs premiers de 428 — 1.
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Partie II : Divisibilité par un nombre premier.

Soit p un nombre premier différent de 2 .
1. Montrer qu’il existe un entier n > 1 tel que 4" = 1[p|
2. Soit n € N* tel que : 4" = 1[p], On note b le plus petit entier strictement positif tel
que 4° = 1[p] et r le reste de la division euclidienne de n par b.

(a) Montrer que : 4" = 1[p]. En déduire que r = 0.

(b) Montrer que : 4" — 1 est divisible par p < n = 0[b)].

(¢) En déduire que b divise p — 1.

Exercice 5 :

On rappelle que : (R, +,-) et (M,(R), +, X) deux anneaux.
1
On considére I'’ensemble £ = R— §} Pour tout a et b de £ on pose : axb = a+b—3ab

1. Montrer que * est une loi de composition interne dans E.
2. Montrer que (F, *) est un groupe commutatif.
3. On pose : Vn € N*q(") =axax*x---*xaqa

-~

n fois

1 1
Montrer que a™ = . 5(1 — 3a)"

4. Pour tout a de R on considére la matrice :

1 —2a a a
M(a) = a 1—2a a
a a 1 —2a
(a) Montrer que : M(a) x M(b) = M(a *b)
(b) On considére 'ensemble : G = {M(a)/a € E} et ¢ une application définie par :
v EFE—G
a— M(a)

Montrer que ¢ est un morphisme bijectif de (E, %) vers (G, x).
(¢) Déduire la structure de (G, x), puis déterminer M ~1(a) le symétrique de M (a).
(d) Déterminer la matrice M"(a) pour tout n de N*.

FIN



