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Exercice 1 :
Soit f la fonction définie sur R*. par

f(z) =2+ Inuz.
1. Calculer les limites suivantes : lim f(x); lim f(x); lim /(@) et lim (f(z)— )
T——+00 xr—0t ’ r——+o0 T——+00
2. (a) Dresser le tableau de variations de f.
(b) Montrer que f est une bijection de R* vers un intervalle que I'on déterminera puis
dresser le tableau de variations de f~!
3. Calculer f(1) et f(e) puis contruire les courbes représentatives de f et f~1.

4. Calculer/ 1

5. Pour tout n € N on considére |'équation : (E,) : © + Inxz = n.
a) Montrer que (F,) admet une solution unique .

b) Déterminer la valeur de xq1 puis montrer que lim =z, = +00.
n—-+00

(
(
(
(

b) Montrer que Vn € N* z, > n — Inn.

. :Un — N :Un
(c) Calculer : lim et lim
n—too M n—+oon —Inn’

7. Montrer que Vn € N* 2, <n —In(n —Inn). Déduire lim (z, —n).

n—-+0o00

)

a) Montrer que Vn € N*, f(x,) < f(n). Déduire que Vn € N*, z,, < n.
)
)

FExercice 2 :
7/ Soit g la fonction définie par :

g:R*"—R
1

1
:Ul—>g(a:):1+<1+§>exp;

1. Etudier la monotonie de g.
2. En déduire le signe de g(x) sur R*.

I7T/ Soit f la fonction définie par : Vo € R* : f(x) = | v - et f(0) =0.
+e=

1. Calculer : lim f(x)et lim f(x).

r—+00 T——00

2. Montrer que f est continue en 0.

3. Etudier la dérivabilité de f en 0.
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4. Montrer que f est dérivable sur R* puis que :
Vo e RY, f'(z) = Lac)l
(14 ex)?

5. Dresser le tableau de variation de f.

1 1
6. Montrer que y = ¥ est une asymptote a Cy au voisinage de +/—

7. Construire Cy.
8. (a) Montrer que Vn € N*, 3lay, > 0, f(a,) = n.
(b) Montrer que Vn € N*, a;, > m. Déduire lim a,.

n—-+oo

ZT7Z/ On considére la fonction définie sur [1, —I—oo[ par :

/ #®)

1. (a) Montrer que Vo > 1,3c € [1,27] : F(z) = (z* — 1) f(c).
(b) Montrer que Vo > 1(2*—1)f(1) < F(x) < (22—1)f(x?). En déduire lim F(z).

rT—r+00

2. Déterminer F'(x) et dresser le tableau de variation de F.
3. Donner I'équation de la demi-tangente a Cr en 1.
4. Construire Cp.

ZV/ Soit (u,) la suite définie par :
1
t
Vn € N* u, = /1 %dt

1. Montrer que (u,,) est croissante.

n t
2. Montrer que Vn € N*, u,, = / (1 I ) dt.
1 1"‘ et

3. En déduire |'expression de u, en fonction de n, puis calculer sa limite.

1
V/ On pose Vn € N*| [, = / (1—2)"e*dx
0
1. (a) Montrer que Vn € N*, 21,4,y = (n+ 1)1, — 1

2
e
b) Mont Vn € N*, <I,< :
(b) Montrer que Vn 1SS
2. Calculer : lim nl, et lim I,.
n—-+00 n—-+00

n

2
3. On pose U,, = —1,.
n!
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n—1

2
(a) Montrer que Vn € N*, — < 1.

n!
2 2
(b) En déduire que VYn € N* U, < S

n+1
(c) En déduire lim U,.

n—+0o00
271
4. (a) Montrer que Vn € N*, Un+1 = Un — m
(b) Montrer que ¥n € N*, U, L iQn
ntrer que Vn n= = — —
q ’ 2 k!
k=0
(c) Déduire : ngrfooz T
k=0
Vi/
1. Montrer que Vo > 0:e* > 1+ .
2
2. Montrer que Vx > 0:e* > 1+x+%
2 2
3. Montrer que Vo > 0 : e* > 1+x—l—?+€.
Exercice 3 :

|/ Soient a,b € N* tels que le nombre premier 173 divise a® + b>.
1. Montrer que : a'™ = —b!™[173]. (171=57x3)
2. Montrer que 173 divise a si et seulement si 173 divise b.
3. On suppose que 173 divise a. Montrer que 173 divise a + b.

4. On suppose que 173 ne divise pas a.
(a) Montrer que a'™ = —b'™[173].
(b) Montrer que a'™(a + b) = 0[173].
(c) Déduire que 173 divise a + b.

Il/ On considére dans N*2 ['équation :
(E): 2 +y° =173(xy + 1)

Soit (z,y) une solution de (E),

1. Montrer que 173 divise x + .
On pose x +y = 173k.

2. Veérifier que k(z — y)?> + (k — Day =1
3. Montrer que k = 1 puis résoudre (E).
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I1l/ Pour n. > 1 on note : (R) : 3" — 2" = 0[n].
1. On suppose que n vérifie (R) et soit p le plus petit diviseur premier de n.

(a) Montrer que : 3" — 2" = 0[p|, en déduire que p > 5.

(b) Montrer que : 2P~ = 1[p] et 3*~1 = 1[p]

(c) Montrer que 3(a,b) € Z* tel que : an —b(p—1) =1

(d) Soient 7 et ¢ le reste et le quotient de la division euclidienne de a par p — 1 :
a=qp—1)+ravecO0<p—1etqge N
Montrer qu'il existe un entier naturel k tel que : rn =1+ k(p — 1).

2. En déduire que (R) n'admet pas de solution.

IV/ Soient p, q deux entiers naturels non nuls premiers tels que

p < q et 10°T71 = 1[pg].

1. (a) Montrer que p A 10 = 1.
(b) En déduire que : 10771 = 1[p] et 107 = 1[p].
2. (a) Montrer que : (p—1)Ag=1.

(b) Prouver que : p = 3, puis en déduire que 1097 = 1[q].

3. Décomposer 10% — 1 en facteurs premiers, puis montrer que ¢ = 3 ou ¢ = 37.

Exercice 3 :
Soient a, b, c € R* tels que : a* = b* + ¢* et soit 6 €]0, 27].
|/ On pose p = acosf + bisinf et on considére |'équation : (E) : 22 —2pz +c2 =0

1. Veérifier que p? —c? = (bcos O +iasin §)?, et résoudre dans C I'équation (E). On notera
21, 22 les solutions de (FE).

2. Soient My(z1), Ms(z2), F(c) et F'(—c) les points d'affixes respectivement z1, 29, ¢, —c.
Z9 + ¢ 21+ ¢ L : o
Montrer que = — en déduire que les points sont alignés.
29 — C 21 — C
II/ Dans cette partie on considére les points B(—a),C(a) et D(b+ic) et A le symétrique

de D par rapport a I'axe imaginaire.

1. Montrer que z4 = —b + ic.

2. Soit R la rotation de centre C' et d'angle €, on pose A" = R(A) et B = R(B).
Montrer que 24 = a(l — ) + (—b +ic)e” et zp = a(1 — 2¢%)

3. On note par [ et J les mileix respectifs de [A'D] et [B'C].

2 a+b 1+€Y ¢
a) Montrer que — = ——.
() Montrer qu zy 20 | '1— e 2

(b) Déduire que O € (1J).
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Exercice 5 :

Pour tout a,b € R, on pose M(a,b) = (Z Z;Z) et on considére |'ensemble
E={M(a,b)/a,b e R}.

1. Montrer que E' est un sous-groupe de (Ms(R), +).

2. Calculer J? avec J = ((1) 1) puis déduire que E n'est pas stable par x.

3. On définie sur M3(R) la loi * par :

A*B:AxNxBavecN:<é _11)

e , . . _ b:.C" — MQ(R)
On considére |'application : at+ib = M(a,b)
(a) Montrer que ® est un morphisme de (C*, x) vers (Ma(R), *).
(b) Montrer que ®(C*) = E*

(c) Montrer que (E*, %) est un groupe.
Montrer que * est distributive par rapport a +.

Montrer que (E, +, >|<) est un corps commutatif.

%k %k FIN % % % %



