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Limites et continuité'

1 Limites

Soit I un intervalle ouvert de R,a € I et f: I +— R

1.1 Définition 1

On dit que f admet une limite £ en a ssi :

Ve >0,da>0Ve el |lr—al<a=|f(r)—{ <e

Ve > 0,3a > 0,V > a,|f(z) — (] < ¢

Ve >0,3a > 0,Ve < —a, |f(x) =l < ¢

Si I est un voisinage de +oo : on dit que f admet une limite ¢ en 400 ssi :

Si [ est un voisinage de —oo : on dit que f admet une limite £ en —oo ssi :

1.2 Définition 2

Soit b € R On dit que f tend vers 400 en a ssi :
VA>0,da>0,Vz e l, |z —bl <a= f(z)> A
De méme on dit que f tend vers —oo en b ssi :

VA>0,3a>0,Vz el |z —b <a= f(z) < —A

1.3 Opérations

Soient f et g: 1 +— R tel que lim f(z) =let lim g(z) =1 (I,I' € R)

T—X0 T—XTg

(i). Sil+ 1 est bien définie, alors lim f(:c) + ( ) =1+

(
l")fﬂ
(ii). Si 1l est bien définie, alors lim (f(x)g(z)) = Il
T—X0
(iii). Si ! est bien définie, alors lim i) (z) = !
l T—X0 g

(iv). SiVe € I, f(z) < g(x), alors [ < I
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1.4 Calcul pratique

1.4.1 Fractions rationnelles
n
Soient P(x) = Z apz’ et Q(x Z bix" deux fets polynomes. Alors :
k=0 k=0
P(z)

lim = lim
r—t00 Q(x)  w=400 apx™

a,x"”

1.4.2 Racines de polynoémes

On reprend les 2 polynomes précédents, et on suppose que a,, b, > 0 (comme ¢a ils
tendent vers 400 en 400 et donc positifs en +00). On a lirf VvV P(x) 4+ 1/Q(z) = 400.
T—>+00

Maintenant calculons lim +/P(z) — /Q()

T—+00
— Sim # m, on factorise par le plus grand degré et on a hI_El \/P \/Q(x) =
T—r+00
Plr) —
— Sin = m, on écrit : \/P \/Q (z) ~ Qlx) puis on compare les degrés

\/P )+ /Q(x)

du numérateur et du dénominateur.

1.4.3 Fonctions trigonométriques

|- 1 i
x Tim — 1, lim —Cgs(x) _ L gyt
z—0 €T x—)O T 2 -0 T

* Si on est dans un point autre que 0, et qu’on a une forme indéterminée, il faut utiliser
les formules trigonométriques suivantes :

sin(x)

cos(—x) = cosx sin(—z) = —sinz  cos (§ —z) =sinz  sin (% —xz) =cosz
cos(m —x) = —cosz sin(r —z) =sinz  cos (5 +2) = —sinz sin(f +z) =cosz
cos(m + x) = —cosx sin(r+x) = —sinz

Ou plus généralement :

cos(a+ b) = cosacosb—sinasinb  sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a —b) = cosacosb+sinasinb  sin(a — b) = sinacosb — sinbcos a

De plus par 2m-périodicité on peut toujours se ramener a [0, 27] ou [—m, 7].
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2 Continuité

2.1 Définition 1

On dit que f est continue en a ssi :

On dit que f est continue a droite en a ssi :

lim f(z)

= f(a)
lim f(z) = f(a)

r—at

On dit que f est continue a gauche en a ssi :

lim f(z)=

Tr—a—

f(a)

2.2 Définition 2

On dit que f est continue sur ]a, b[ ssi elle I'est en tout point de ]a, b|.

On dit que f est continue sur
On dit que f est continue sur
On dit que f est continue sur [a, b] ssi elle 'est en tout point de

gauche en b.

]
[
]
[

]
a, b| ssi elle l'est en tout point de |a, b] et & droite en a.
a, b] ssi elle l'est en tout point de |a, b] et & gauche en b.
@,

b, a droite en a et a

Remarque : f est continue sur [a, b] ssi son graphe sur [a,b] "peut se tracer sans lever le

crayon"

2.3 Opérations

, c-a-d qu’il est un seul morceau.

Soient f, g continues sur I. Alors :
x [+ g et f.g sont continues sur 1.

% Si de plus Vo € I : g(x) # 0, alors / est continue sur /.

Soient f: I — J et g:J — G continues. Alors g o f est continue sur [.

2.4 Fonctions usuelles

Fonction DCYy

flx) =k R
Polynoémes R

1
flx)=— R,"et R_*
1
f(z) = neN | R, "et R_"

flx) =V [0; +o00]
f(z) =sinx R
f(z) = cosx R

avec DC' le domaine de continuité.
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2.5 Théoréme des valeurs intermédiaires

lere version : Soient I un intervalle non trivial de R et f,g : I — R continue et
a,b € I tel que a < b.
si f(a)f(b) <0 alors 3¢ €a, b] tel que f(c) =0

2¢éme version : Solent I un intervalle non trivial de R et f : I —— R une application
continue . Alors f(I) est un intervalle de R

cad Va,b € I,Yy € [min(f(a), f(b)), max(f(a), f(b))], Ic € [a,b] tel que f(c) =1y.

2.6 Théoréme de la bijection

Soit f : I — R continue et strictement monotone sur un intervalle I de R. Alors :
(¢) J = f(I) est un intervalle de R et f : I — J est bijective

(ii) f~!: J — I est continue sur J et strictement monotone et elle garde la méme
monotonie de f

2.7 La fonction arctan

On tan : ]_TW, g{ — R est bijective, on note alors arctan : R — ]%ﬁ, g [ sa fonction
réciproque. Elle vérifie :

(i). arctan(z) = — arctan(—x)

.. . ™ .

(ii). x]_l)l’lloo arctan(x) = 5 == m1_1>r_1’100 arctan(x) 1

(iii). arctan dérivable sur R et arctan’(z) = T tout x € R. Donc elle est
T

croissante. .

(iv). Vo € R : arctan(z) + arctan <E> = g

(v). — < arctan < —
V). — arctan —.
2 2

(vi). arctan(1l) = %




