Limites et continuité

MATHS

On note E(z) la partie entiére de x, I'unique entier tel que : z—1 < E(x) < z ou encore E(z) < x < E(z)+1.
Exercice 1 :

Calculer les limites en 0 et en +oo des fonctions suivantes si elles existent.

x+m—ﬁ,@,xE (é)  12E (1)

T
Exercice 2 :

Soit a,b > 0. Donner la limite en 0 des expressions suivantes :
tan(ax) a —|—aa:)§ \/a—i—j— \/I
tan(bx)’ ’ T x
Calculer les limites des fonctions définies par les expressions en ci-dessous en a :
cos(mx) 1\ sin(4rz) 1
2+ o —1 (a:§),m(a:§)

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

Exercice 3 :

Exercice 4 :

V24 cosx — \/5
f(x) = 5 ,x

#0
/3 x
0) = —~°
1) Montrer que f est continue en xg = 0.
2v/3
2) a) Montrer que : (Vo € R*);|f(z)| < —5;
x
b) En déduire : lim f(x)
T—r—+00
Exercice 5 : -
Soit f la fonction numérique définie sur 'intervalle | — —; 4o0[ par :

(@) :ﬂ.xe}_f;o[

. )
T-SINT - COST 2

fa) =2 1;;”;; VZ b e [0 oo

1. Calculer lim f(x)et lim . f(x)

T——+00 -7

T— —

2
2. Etudier la continuité de la fonction f au point 2y = 0

Exercice 6 :

>—br+6
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2z + ’ T
|22 — 9| — |z — 3|

1. Déterminer D ’ensemble de définition de la fonction f.
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2. La fonction f admet-elle un prolongement par continuité au point xqg =37

Exercice 7 :
(1 — tanx)?

1+ cos(4x)
1. Déterminer D I’ensemble de définition de la fonction f

2. (a) Soit h un élément de l’ensemble ]O; g [ — {%} ;
2tan®h

(1 — tan h)2 - sin®(2h)

(b) Montrer que la fonction f admet un prolongement par continuité en %

Soit f la fonction numérique définie par : f(x)

Montrer que : f (% + h) =

Exercice 8 :
sin x
2

cost — 4/ 1+
Soit f la fonction numérique définie sur Rt par : f(x) =

x
Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

Exercice 9 :
1. Montrer que 'équation : /= — z® 4+ 2z — 1 = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle ]0; 1[.

s
2. Montrer que I’équation : sinx = 1 — 2 admet une solution unique dans l'intervalle }O; s [

3. Montrer que la courbe de la fonction f telle que : f(z) = 2% + 32% + 42 — 5 coupe 'axe des abscisses en
un unique point d’abscisse a tel que 0 < a < 1.

Exercice
Soit f :[0;7/2] — R définie par
f(z) =+Vsinz+z
Justifier que f réalise une bijection vers un intervalle & préciser, puis que f~! est continue et dérivable sur
cet intervalle.

Exercice 10 :
Soit A et v € R% et f une fonction continue sur [0; 1] telle que : f(0) # f(1).
Montrer que =3 o €)0: 1 Af(0) +7(1) = (A+ )/ (x0)

Exercice 11 :
Soient f: [ — Ret g: 1 — R deux fonctions continues telles que

Vo e I [f(x)] = [g(z)] # 0.
Montrer que f =g ou f = —g.

Exercice 12 :
Soit f : R — Z continue. Montrer que f est constante.

Exercice 13 :
Calculer :
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T+ 2sinx dx — sin 2x . 1 —-cos3zx
m-— m-— lim
=0 2tan 3z — x =0 T + tan 3z 0 2
cosr — 1 cos3x — cosT . cosx +cos3r — 2
im ——- — | lim
z—0 1 sin 3x o x? z—0 x?

. 2sinz — sin 2z sin(mx) . l+cosx
lim lim ——
z—0 x3 a—1 r—1 z—oT  SINT

. l4+sinz . sinx . 3—2coszx
lim ——— lim im —
a—0 1 — cosw T z—too 241

. 2r — 3sinx . cosax — cosbx 1+ coszx
lm ——— | lim lim -
z——o00 208 3T — Hxr | 20 2 a:zg) sinx
X

Un résultat & connaitre : Toute suite réelle monotone bornée est convergente (a une limite finie). De
plus, toute suite monotone admet une limite.

Exercice 14 : (classique)
On considére les fonctions f,, :  +— 2" + 2z — 1 pour n € N*.
1. Soit n € N*. Démontrer que 'équation f,(z) = 0 admet une unique solution z,, € |0, 1].
2. Montrer que, pour tout n > 0, fr11(2n) < for1(Tns1)
En déduire que (z,) est strictement croissante.
Montrer que (z,) converge vers une limite ¢ et que 0 < £ < 1.
Montrer que Vn > 0, z, < /.
5. Montrer par 'absurde que ¢ = 1.

Ll

Exercice 15 :
On définit pour tout n € N la fonction f, par : f,(z) = 2° +nx — 1.
1. Etudier la fonction f,,.
2. Montrer que pour tout n > 1, il existe une unique solution a I’équation f,(z) = 0. On la notera u,,.

1
3. Montrer que Vn > 0,0 < u, < —.
n

Exercice 16 :
On considére pour n > 0 la fonction : f,(z) = 2™ + 2% — 1.
1. Montrer que f, admet un unique zéro x,, dans R%, et que z,, < 1.
2. Montrer que f,(zp41) = fo(xn).
Déduire que (z,,) est convergente. On note ¢ sa limite.
3. Montrer que ¢ = 1.

Exercice 17 :
Pour tout entier n > 2, on définit la fonction f, par f,(z) = 2" +1 — nx.
1. Montrer que, pour chaque entier n > 2, I’équation 2" + 1 = nx posséde une unique solution dans I'in-
tervalle [0, 1], notée x,,.
2. Déterminer la monotonie de la suite (z,), et montrer sa convergence.
3. Justifier que : Vn > 2,0 < x,, < z En déduire lim =z,.

n n——4o0o
4. Déterminer la limite de (z'). Déduire la limite de (nz,).

Exercice 18 :
On considére, pour tout entier naturel n, la fonction f,, : z — 2% + nz + n.
1. Montrer que I'équation f,(x) = 0 posséde une unique solution u,, sur R.
2. Montrer que —1 < u, < 0.
3. Déterminer la monotonie de la suite (uy,).

4. Prouver que lim wu, = —1.
n—+oo
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1
5. Montrer que lim n(u, +1) =1et que lim n? (un +1— —) =-3.
n—-+oo n—-+4oo n
Exercice 19 :

T T
1. Montrer que 'équation tan(z) = x admet une unique solution sur l'intervalle ]mr 5 nmw + 5 [, qu’on
notera u,, (on supposera n € N pour la suite).

2. Quelle est la limite de la suite (u,)?
3. Montrer que arctan (u,) = u,, — nm, déduire la limite de (u,, — nm).

4. Trouver la limite de (n (un —nmT — g)) )
Exercice 20 :

Soit f une fonction continue sur R telle que hI}_] f(z) == lim f(z)= 4oc.

Montrer que f admet une racine sur R.

Exercice 21 :
Soit f une fonction définie sur R et a € R.
Montrer que f est continue en a < V(z,) € RN si lim z, = a alors lim f(x,) = f(a).

n—-+00 n—-+00
Exercice 22 :
2n (—1)kﬁl}'k
Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction P, définie sur [0, 400 [ par: P,(z) = Z —
k=1

2n_1

x

1- Mont Vo > 0)P =
,onrerque( x> 0)P () P
2- Etudier les variations de P, et dresser le tableau de variation

3- Montrer que F,(1) <0
1
4- (a) Veérifier que P, 1(7) = P,(x) + 2> ( x )

m+2 2n+1
(b) Déduire que (Vn € N*) P,(2) > 0.
5- Montrer que ’équation P,(x) = 0 admet dans [1, +oo | une solution z, et 1 < z,, < 2.

Exercice 23 :

Pour tout n € N*, on définit le polynéme P, par : Vo € R, P, (z) = —1 + Z zk.
k=1

1. Soit n € N*. Montrer que I’équation P, (x) = 0 admet une unique solution_xn dans R?, et que 0 < z,, < 1.

2. Montrer que (), .y, converge. On note £ sa limite.

3. Montrer que ¢ = 5

1
4. Montrer que 22 (xn — 5) — 1.

n—-4o00

Exercice 24 :
Soit k € RY.
1. Montrer que pour n € N*, I'équation f,(z) = zF*! + 2% — n = 0 admet une unique solution z,, dans R*
2. Etudier les variations de z,,.
3. Etudier la limite éventuelle de (x,,).



