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Exercice 1 :

Déterminer les limites en +o0o des fonctions suivantes :

Va3 2 —
1. f(z) = FE) 6. flz) = 4:H 11 EPRV/e)

1
sh ( )
2. f(z) = Arctan (é) e~ VEtvzin(@) 7. flz) = L@)

tan | —
x
1

In(ch(x)) ot —

3. f(x) = s ,a>0 8. f(z)=e¢ x —¢"
| 1 ' 1
L fla) = % 9. (z) = " (E _j; <E)>
- 5. f(z) = S;Q(ﬁ) 10. f(z) = iln @
ch(e) = T o shw) =& _26_35

) Exercice 2 :
Etudier la limite en 0 (ou 07) de :
z cos(x) — sin(x
In(1 + /x)
Vita-yIe

X

1.
3. fs(z) = 1111(1 %)

Exercice 3 :
Déterminer la limite en +0o des suites suivantes :

n

1 _(1\\" nYrtl V24 /3 . "/2\n

Exercice 4 :
1. Exprimer les dérivées successives de f : x + e ®cos(v/3-z) et g: z+— e “sin(v/3 - 1)
2. Donner la dérivée d’ordre n de x +— €” cos(z).

Exercice 5 :

1. Montrer que I’équation zInz = 1 admet une unique solution sur | 1, 400 [, notée
x

. e
2. Etudier les variations de f : x

notera la valeur yo (ne pas chercher a expliciter yq ).

sur |1, +o0 [, et montrer que f admet en 25 un minimum, dont on
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3. Montrer que pour tout > o, il existe un unique réel de |1, zo], noté g(x), tel que €9 = xlng(z), et
qu’il existe un unique réel de [z, +0o [, noté h(x), tel que @) = xInh(x).

4. En se servant des variations de f, justifier que g est décroissante sur [yo, +00[, et que h est croissante
sur [yo, +0o[. Déterminer la limite de g et h en +o0.

Exercice 6 :
1. Soit f une fonction de classe C* sur R*, et soit pour tout n € N* et tout > 0, f,,(x) = 2" 'f (%)
Montrer que :

VneN, Ve>0, fW(z)= (_1)"#") (1>

xntl 5
S . PP : 11 _
2. En déduire I'expression de la dérivée n-iéme des fonctions g, : © — 2™ 'ex et hy, : x — 2" ' In(z) sur R .

Exercice 7

A T'aide du théoréme des accroissements finis déterminer
lim <($ + l)efrl — xe$>
T—+00

Exercice 8
Soit f : [a;b] — R une fonction dérivable s’annulant en a et b.
1. Soit @ € R. Montrer qu’il existe ¢ €]a;b] tel que f'(c) + af(c) = 0.
2. Montrer qu’il existe ¢ €la;b|[ tel que f'(c) + c¢f(c) = 0.

Exercice 9 :
1. A laide du TAF, montrer que :

1 1 1
Ve >0: <ln(1+—><—.
x

2
2. Montrer que Vz € [0, 1],z — % <In(l+2) <.

3. Montrer que Vo > —1 : In(1 + z) < x, en déduire que In(1 + z) > 1
x
2

4. Montrer que Vr > 0,0 < e+ —1< %

Exercice 10 : .
Soit f une fonction dérivable sur [0,1] telle que f(0) = f(1) = 0. A l'aide de Rolle, montrer que :

Jc 6]07 1[7 g/<0) = —g(C)
Exercice 11

(a) Montrer que, pour tout x > —1
In(l1+z) <

(b) En déduire que pour tout n € N\{0,1}

1 n 1 —n
(i) =es(0)
n n

Exercice 12 :
Pour tout n € N*, on pose
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1. Etablir que In(1 + x) < x pour tout z €] — 1; +oa].
2. Justifier que les suites (a,),, et (bn),, sont adjacentes.

Exercice 13 :
On étudie ici la suite (5,,) de terme général

3

Sy =

k=1

| =

1. Etablir que pour tout ¢t > —1,In(1 4 ) < t et en déduire

In(l4+4) > ——
n(l+1) >

2. Observer que
Inn+1)< S, <lnn+1

et en déduire un équivalent simple de S,,.

3. Montrer que la suite u,, = S,, — Inn est convergente. Sa limite est appelée constante d’Euler et est
usuellement notée +.

Exercice 14 :
In(1 + az)

In(1 + bx)
Etudier la monotonie de f et en déduire que In (1 + %) In (1 + é) < (In2)%
a

Soit 0 < a < b. On pose f : x> définie sur RY.

Exercice 15 :
Soit n un entier naturel et £, 'équation x + Inx = n d’inconnue = € RY.
1. Montrer que I’équation E,, posséde une solution unique notée x,,.
2. Montrer que la suite (z,,) diverge vers +oc.
3. Donner un équivalent simple de la suite (x,,).

Exercice 16 :
1. Soit n € N. Montrer que I’équation z™ + Inz = 0 posséde une unique solution x,, > 0.
Déterminer la limite de z,,. (Vous avez déja vu la démarche dans les exos du cours de continuité)
3. On pose u,, = 1 — x,,. Justifier que nu,, ~ —Inwu,, puis déterminer un équivalent de wu,,.

o

Exercice 17 : N

e

Soit ¢ la fonction définie sur R par g(r) = ———.

9 par g(z) e B

On désigne par C' la courbe représentative de g dans un repére orthonormé (O; 1, j).
ea:

1. (a) Montrer que g est dérivable sur R, et que ¢'(z) = ——..
(14 e27)2
(b) Dresser le tableau de variation de g.
2. (a) Dresser le tableau de variation de ¢'.
2
(b) En déduire que pour tout réel z,0 < ¢'(x) < EWel
(¢) Montrer que 'équation g(z) = x admet dans R une unique solution « et que « €]0.9, 1[.
3. Construire C.
4. (a) Montrer que g réalise une bijection de R sur |0, 1].
1
n

2
(b) Montrer que pour tout z de |0,1[, g~ (z) = 51 (1 ’ 2) :
—x
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1
)

(c) Tracer dans le méme repére (O;1,7), la courbe C” de g—.

Exercice 18 :
Soit n est un élément de N différent de 1, on considére la fonction f,, définie sur |0; 400 [ par :
fo() = =22 + 2+ nlin(x)
1) a- Calculer : lim f,(z) et lim f,(z).
z—0 T—>+00

b- Etudier les variations de f,.
2) On consideére la fonction g définie sur |0; +oo[ par : g(z) =zlnx +2 —x
3) (a) Calculer ¢'(x) pour tout x de R ; puis étudier les variations de g.

b- En déduire que : (Vz € R%); g(z) >0

4) a- Montrer que : f, <\/g) >0

b- En déduire que I’équation f,(x) = 0 admet deux solutions w, et v, dans R% (On suppose que :
Up < Uy ).

c- Calculer : lim w,
n—-+oo

5) a- Montrer que : (Vn > 2);u, <1
b- Vérifier que : (Vn > 2); fri1 (un) = In (uy,)
c- Montrer que (u,),,-, est croissante et convergente.
d- Calculer : lim w,.
n—-+0oo
Exercice 19 :
On considére la fonction numérique f définie sur 'intervalle [0; +oo[ par :

f(x):xQIn(1+£);x>0
f(0)=0

Et soit (C') la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;;; 7)
1) a-Montrer que la fonction f est continue a droite en zy = 0.
b- Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en zy = 0, et interpréter graphiquement le résultat
obtenu.
c- Montrer que : lim f(z) = 4o0.
T—r+00

2) Soit u et v les fonctions définies sur l'intervalle [0; +oo[ par :

u(t) =t —In(1+1) et v(t) = t*

t !/

a- Montrer que : (Vt > 0); (3c E]O;t[);% = Z/Eg

[0;¢](t > 0) a la fonction : ¢ : & — u(t)v(x) — u(x)v(t)
t—1In(l1+t¢ 1

b- En déduire que : lim w ==
t—0+ 12 2
3) Montrer que la droite d’équation : y = x — % est une asymptote a la courbe (C') au voisinage de +oc.
4) a- Montrer que la fonction f est dérivable sur I'intervalle 0; +o0o

et que : (Vo €]0; +oo]); f/(z) = (2 In (1 + i) - )

1+

Appliquer le théoréme de Rolle sur U'intervalle

1
b- Mont (Ve >0);In{14+—) >
ontrer que : (Vo > 0); n( +x) T2

En déduire que : f'(z) > 0 pour tout réel x de |0; +-00[. ¢ - Dresser le tableau de variations de la fonction
f.
5) a- Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J que I'on déterminera.
b- Montrer que la fonction f~' est dérivable en In(2) et calculer (f~1) (In2).
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—1
c- Montrer que : lim f @) = +00
z—0t X
tool); /M e) > 2
]

d-Montrer que : (Vz €]0;
6) Tracer dans le repére (O;1; ), la courbe (C) et la courbe (C”) de f~1.

Exercice 20 :

A /1) Montrer que :
2 3 2 3

x x r*x
Ve > —1);20 — —+ —— <In(1 <gp-— 4
(Va );x 2+3(x+1)_n( +z)<zx 2+3
. r—In(1+2z) 1
2) Montrer que.}g]%T_§

B/ On consideére la fonction f définie sur U'intervalle [—1; +oo[ par :

{f(x):L;x#—letx%O

Soit (C') la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i j)
1) a-Montrer que la fonction f est continue sur l'intervalle [—1; 4-00].

b- Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en -1 puis interpréter graphiquement le résultat
obtenu.

c- Montrer que la fonction f est dérivable en 0 , puis déterminer une équation de tangente a la courbe
(C) au point A(0; 1).

x
2) a- Calculer lim f(z) et lim M, donner une interprétation géométrique au résultat obtenu.
r——+00 Tr—+o0
b-Montrer que la fonction f est dérivable sur les intervalles | — 1;0 [et ]0;+oo [ puis calculer f'(z) pour

tout réel x de | — 1;0[U]0; +o0l.
3) a- Montrer que : (Vz > —1);(z+ 1)In(z+1) —2 >0
b- Dresser le tableau de variations de la fonction f.
c- Tracer la courbe (C').
Ug = €
(V1 € N); tr = f (un)
a- Montrer que : (Vn € N);u, >e—1
b- Montrer que la suite (u,), -, est strictement décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

c¢- Montrer que : lim wu, =e — 1.
T—r+00

4) Soit (un), s, la suite définie par :

Exercice 21 :
Soient f, g dérivables sur R et n € N, montrer que :

Vo € R, (£9)(z) = (’;)ﬂ“ (29" (2).



