Les complexes M

Cours : Les complexes'

1 Généralités

Chaque complexe non nul s’écrit sous la forme : z = re? = r(cos 6 +isin #) avec r > 0
et @ € R mais on peut se limiter & [0, 27| ou [—m, 7| par périodicité.

r = |z| est appelé module de z et § = arg(z) appelé argument de z.

Siz=a+ b avec a,b € R non tous les deux nuls.

b
Alors |z| = vVa? + b2, cos(arg(z)) = ﬁ et sin(arg(z)) = B
2 2
Donc tan(arg(z)) = — éventuellement oo.
On peut voir C comme R? : le plan complexe.
i0 | ,—if i _ ,—if
cos(f) = %, sin(f) = %

Inégalité triangulaire :
|z 4+ 2| < |2| + || et |2+ 2| = |2] + || ssi arg(z) = arg(Z)[27].
(M1M2, MlMg) = arg (Zl — ZQ) [27]

21 — %3

2 Propositions

. . ; o+ a—f B—a o — ﬁ atf
e Demi-arc : €@ + ¢ = ¢ (6’2 +e' 2 )zQCOS )eZ 2

R . ; .. a — 5 satf
de méme on a : € — e?# = 2isin (T) e' 2
2Z = |z|?

z

1 1
e Si on a la forme algébrique de z et on veut celle de —, on écrit : — En

2 2 |2
effet on a :
1 a b

Y(a,b) € R2\{(0,0)} : = — :
(&, )E \{( ) )} CL+Zb CL2+b2 Za2_|_b2

o |Re(2)], [Im(2)] < |2|.
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3 Racines n-iéme de ’unité

On admet que chaque polynome de degré n a coefficients dans C admet n racines dans
C (avec multiplicités). On admet encore que X™ — 1 admet exactement n racines distinctes

dans C.

3.1 Deéfinition

On appelle racine n-ieme de 1 tout complexe tel que 2" = 1. Les racines n-iémes de 1
sont exactement les w; = e pour k € {1,--- ,n}. Ils sont exactement n.
On note U,, I’ensemble des racines n-iémes de 1.

3.2 Propriétés

n
. E wr = 0 (somme des termes d’une suite géométrique)

k=1
e " =1 = |z| = 1, mais attention on n’a pas I'implication réciproque, contre-

exemple : €’ n'est pas une racine n-iéme de 1 car 7 est irrationnel.
o'=1= 2"=1
e On note j = e’s. j est une racine 3-iéme de 1, etona: 1+ j+ 52 =0
- .2
°)=J"

4 Transformations du plan

Soient © (@) un vecteur non nul, Q(w) € P, k € R* et 6 € R.
Soient M (z) et M(2") deux points de P. Alors
) =

L. To(M)=M' <= Z=z+a (translation de vecteur )

2. h(Qw), k) (M) =M <~ OM' = kQOM = 2/ —w= k(z — w) (homothétie
de centre Q) de facteur k.)

3. 1(Qw),0) (M) = M' <= 2/ —w = e¥(z — w) (rotation de centre Q d’angle 6)

4. So(M) =M <= w= : ; 4 <= 2/ = 2w — z symétrie centrale de centre .

5. Sox(M) = M’ < 2/ =Z. (symétrie axiale, d’axe OX)

6. Soy(M) =M < 2/ = —Z. (symétrie axiale, d’axe OY.)

2  https://excellencemathsbacsmmaroc.wordpress.com/


https://excellencemathsbacsmmaroc.wordpress.com/

Les complexes M

5 Equation (E): a2’ +bz+c=0

On calcule le discriminant de (E) : A = b*> — 4ac et on distingue ces deux cas :

1. Si A >0, (E) admet deux solutions réelles, éventuellement égales :

—b+ VA
2a

2.51 —A >0, alors A = (i\/—A)Q, et (E) admet deux solutions, éventuellement

égales :
—b+tiv—A
2a

z12 =

212 =

On ne considére que le cas a # 0.

6 Points alignés et points cocycliques

6.1 Points alignés

Soient M (z1), Ma(22), M3(23) € P deux & deux distincts. On dit que My, My et Ms
sont alignés ssi :

(MlM/;, MgMé) = 0[n]

C’est aussi équivalent a :
21— 22

eR
”3 — 22

6.2 Points cocycliques

Soient A,B,C et D quatre points deux a deux distincts du plan complexe. Alors on a :

ZC — RA ZD — ZB
X cR

A, B, C et D sont cocyclique ou alignés <=
ZC — 2B ZD — RA

7 Application aux calculs des cos, sin

Les nombres complexes sont souvent utiles pour calculer les valeurs de quelques cos ou
sin de certains angles. En effet, on a :
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= Z) (isin(6))" cos(9)" "

k=0

iy n ko 2%k 2k -E(nm n ko 2k+1 —2k—1
= 2 <2k>(_1) (sin(6))*" cos 0 + ,;Z; (2k+1)(_1) (sin(6))*"" (cos 0)

Puis on identifie partie réelle et partie imaginaire.
On peut de cette égalité voir aussi que cosnf est un polyndéme de degré n en cos6 vu

que : sin® = 1 — cos? .
Vous verrez dans les exercices d’autres méthodes de calcul par exemples en utilisant les

racines n-iémes de 1.
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