Dérivabilité MATHS

Dérivabilité I

On considére f une fonction définie sur I un intervalle ouvert de R et a € I.

1 Définition

On dit que f est dérivable en a ssi %im M
—a —Q
note f’(a) = lim M

t—a t—a
Sous condition d’existence et de finitude, on note aussi :

existe et est finie. Dans ce cas on

la dérivée de f en a.

t) —
*fq(a) = tlir(?i W la dérivée de f a gauche en a.

t) —
*fi(a) = tlin’}r M la dérivée de f a droite en a.
—a —a
f est dérivable en a ssi fj(a) = f;(a) = f'(a).

On défini la dérivabilité sur I comme on a définit la continuité sur I.

2 Proposition

Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

3 Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f, g dérivables sur I, alors on a :
(i). fg, f+g f — g dérivables sur I, et (fg) = f'g+ f¢g'.

! o /
(ii). Si de plus g ne s’annule pas sur I, i est dérivable sur I et <£> = M
X N _91 g g
En particulier — dérivable et <—> =—.
g Y g

4 Composée

Soient f: I — Jet g: E — F dérivables tq : f(I) C E. Alors g o f est dérivable sur
I et on a:

(gof) =f xgof.
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5 Dérivabilité de la fonction réciproque

(i). f est bijective

Soit f : I — f(I) dérivable. Si on a :

(ii). f’ ne s’annule pas sur I,
Alors f~1 dérivable sur f(I) et on a :

Vo e 1: (17 (f(a) =

6 Fonctions usuelles

Fonction f Fonction dérivée f’ Intervalles de dérivabilité
f(x) = k (constante) fl(x) = R
@) =s o) =1 R
flx)=ax+0b fl(x)=a R
f(z) = 2* f'(z) =22 R
f(x)=2" (n€N) f(z) = na™! R
1 o1 10; 400
fle)=— fl@)=-— | — 00 0]
fl@)=— =2 "(neN) | f(@) = ——ny = —na™"" ﬁz:&
(o) = v F@ =5 10;+o0l
flx) =az" f'(x) = ax®! selon les valeurs
f(x) = cosx f'(x) = —sinzx R
f(x) =sinx f'(x) = cosx R
f(z) =tanz f’(x)—CO;x:lthaan ]g+k7r;g+(k+1)7r[
fa) = fla)=c R
f() = na fa) =~ 10; +00
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7 Théoréme de Rolle

Siona:

(i). f continue sur [a, 0]
(ii). f dérivable sur ]a, b|
(i) £(a) = /()
Alors

dc €]a, b, f'(c) = 0.

8 Théoréme des accroissements finis (TAF)

Siona:

(i). f continue sur [a, 0]
(ii). f dérivable sur ]a, b|
Alors :

Je €]a, b, f(b) — fla) = f(c)(b—a).

9 Inégalité des accroissements finis (IAF)

Sion a:

(i). f continue sur [a, b]
(ii). f dérivable sur ]a, b]
(). Vo €la,bf, |f(2)] < M,
Alors

|f(b) — fla)| < M(b—a).

10 Tangente & une courbe

Soit f une fonction dérivable en un point zy € R et C; sa courbe représentative. Alors
C; admet une tangente A en (z, f(zo)) d’équation :

Ay = f'(wo)(x — m0) + f(0).

Voici un exemple d’une représentation géométrique :
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On peut de méme définir une demi-tangente a droite et une demi-tangente a gauche.

11 Branches infinies

1.Sif—CeR:

Alors f admet une asymptote horizontale d’équation y = £ en 4o00.

2.51 f — :
1f+oooo

(a). Si /() — 0:

€T T—-+00

Alors f admet une branche parabolique de direction (Oz) en 400
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/()

T TrT—4+00

(b). Si

Alors f admet une branche parabolique de direction Oy en +oc.

.51 _, e

€T rT—+00

i.51 f(x) =l — a€eR:

r—400

Alors f admet une asymptote d’équation : y = fx + a en +00
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it. Si f(x) — lx T oo

Alors f admet une branche parabolique de direction y = fx en +o00.

3.5 f — o0

T—X0

Alors f admet un asymptote verticale d’équation x = x( en x.

-

—

12 Convexité

12.1 Définition

On que f est convexe ssi :

Yo,y € Dy, VA € [0,1], fhz + (1 = Ny) < Af(z) + (1 = N f(y).

Remarque : en général, la convexité n’a pas de lien avec la dérivée seconde ni avec les
tangentes car elles n’existent toujours, mais en bac on se limite au deux résultats suivants :



Dérivabilité MATHS

12.2 Théoréme 1 :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
Alors f est convexe ssi Vo € I, f"(z) > 0.
Et f est convexe ssi Vo € I, f"’(z) < 0.

12.3 Théoréme 2

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Alors f est convexe ssi Cy est au dessus de toutes ses tangentes.
Autrement dit, f est convexe ssi Va,zg € I, f(x) = f'(x0)(xz — x0) + f(z0).
De méme f est concave ssi Cy est au dessous de toutes ses tangentes.
Autrement dit, f est concave ssi Vo, xg € I, f(z) < f'(z0)(x — xo) + f(x0).

12.4 Petit résultat hors programme

n
Soit f convexe sur I, n € N* et \,--- ;A\, € [0, 1] tels que Z)\k = 1. Alors on a :
k=1

Vay, -, an € IaZf()\kxk) < Z)\kf(ﬂfk)-
k=1 k=1

12.5 Géométriquement

Convexe Concave

/
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13 Point d’inflexion

Soit f dérivable deux fois sur I et xy € I.
On dit que (g, f(xo)) est un point d’inflexion de Cy ssi f” s’annule et change de signe
strictement en x.




