Arithmétique : cours M

Arithmétique dans 7Z : Cours'

1 Généralités

Rappels utiles

Soient a, b, c € Z*,

-) On dit que a divise b, et on note a|b ssi Ik € Z,b = ak.

-) On a a = b[] ssi ¢|(a — b)

-)a=blc] = a" = b"[c] pour nN.

-) Sia =bg+r avec 0 < r < |b| alors ¢ s’appelle le quotient et r s’appelle le reste
de la division euclidienne de a par b.

-) On dit que a est premier ssi ses seuls diviseurs sont +a, £1 et |a| # 1. (1 et -1 ne
sont pas premiers). On note P I'ensemble des nombres premiers.

-) On appelle pged de a et b le plus grand diviseur commun de a et b, on le note
aAb.(=0). Par convention on pose : 0 A0 = 0.

-) On appelle ppcm de a et b le plus petit multiple commun positif de a et b et on le
note a V b.

-) Si cla et ¢|b alors ¢ divise toute combinaison linéaire de a et b.

-) Si cla et ¢|b alors : c|la A b.

-) cla et ¢|b < cla A b.

-) Si alb et bla alors |a| = [b].

-) Sia Ab=1 alors a est premier avec tous les diviseurs de b.

2 Division euclidienne
Soient a,b € Z avec b # 0. Alors :
l(q,r) € Z* tel que : a=bg+ 1 et 0 <7 < |b].

Dans ce cas, g s’appelle le quotient et r s’appelle le reste de la division euclidienne
de a par b.
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3 PGCD

Théoréeme d’Euclide

Soient a,b € Z avec b #£ 0 et r le reste dans la division euclidienne de a par b. Alors :

aNb=bAT

— Preuve : Par double divisibilité : on écrit d’abord : @ = bg + r. Alors :
-)On a : a Abla et a Ablb donc a A bla —bg=r donc a AblbArT.

-) On a aussi : bAr|bet bAr|r donc b Ar|lbg+r =adonc bAr|aAb.
De plus ces deux entiers sont tous les deux positifs donc : a Ab=bAr.

Relation de Bézout

Soient a,b € Z, Alors :
I(u,v) € Z*,au+bv =a Ab.

On a encore :
aANb=1<¢ I(u,v) € Z* au+bv=1.

Théoréme de Gauss

Soient a, b, c € Z*, alors :

clab .
cANb=1 cla

Soient a, b, c,d € Z*, alors :

cANd=1 =— ac/ANbd=aANbD.

Propositions

Soient a,b € Z* et n € N,
-) na Anb=mn(aAb)
-) a" AU = (a A Db)".

— Preuve :

-) La lere propriété est facile par double divisibilité.

-) On utilise une récurrence sur n :

+) Pour n = 0 le résultat est vrai.

+) Si le résultat est vrai pour n € N, montrons que : a”™ A "1 = (a A b)
On pose : a = (a Ab)k et b= (a ANb)K avec kAN K = 1.

n+1
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Alors on a : @™ AV = (a AD)a"k A (a AD)DE = (a A b)(a™k A VUK
Puisque k A K =1ona: ak Ab"K =a” Ab" 2 (a Ab)™.
D’ou le résultat.

Proposition

Pour a,b € Z* on a |ab| = (a A b)(a V b).

4 Nombres premiers

Proposition : un critere de primalité

Soit n > 2, alors si n n’est pas premier , Ip € P, p < /n et pln.
Ou aussi : si Vd < v/n,d{n alors n € P.

Théoréme fondamental

Soit n > 2, alors n s’écrit de fagon unique sous la forme : n = p{* - - - p*
avec p1 < - <pr €Pet k,ay,---,ar € N,
On appelle n = p7* - - - p* la décomposition en produit de facteurs premiers de n.

Propositions

Soit n = pi* -+ - pi* = 2. On note d,, le nombre de diviseurs>0 de n et s,, leur somme.
On pose aussi D,, I’ensemble des diviseurs positifs de n. Alors on a :
Dy ={p{" -+ pr*|0 < B; < i pour 1 <i < k}

(o51 Qy ko k
Alors d,, = card(D,,) = > --- L=1] > 1=]](a; +1).
p1=0  Br=0 i=1 ;=0 i=1

k 1 — p?z‘—l-l

Qg Qg 3 ko o '
et:sn: Z Zpll...pkk:l_[ szl:H

=0 =0 i=1 Bi=0 -1 1—p;

Théoréme

P est infini.

— Preuve : Sinon, on note P = {py,--- ,p,} et on pose N =p;---p, +1 ¢ P.
Alors N admet un diviseur premier qu’on note p;. Alors p;|1 ce qui est absurde.
Donc P est infini.
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Petit Théoréme de Fermat

Soient n € N* et p € P.
Alors

P = nlp]

Si de plus on a n A p = 1 alors d’aprés Gauss on a : n?~! = 1[p|

— Preuve : Par récurrence sur n.
e Pour n = 1 le résultat est vrai.
e Si on a n? = np], alors :

D) (p—k 1
Oronapour 1 <k<p—1: Z) :p(p ). (p + )doncp|k:!<p).
X

k! k
Etonaptk! (car kl=2x3--- et k <p)etpePdoncpAkl=1.

k
Donc d’apres Gauss on a : p| (Z) D'ou (n+ 1)? =n+ 1[p].

Soient a, b, c € Z* tels que b A ¢ = 1. Montrer que

acA\Nb=aANb.

— Solution : Par double divisibilité.
e On a clairement a A blac A b.
e Et :acAblacet ona:bAc=1cet acAblbdonc (ac Ab)Aec=1.
D’apres Gauss on a : ac A bla donc ac A bla A b.
D’ott ac Ab=aAb.
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Exercice 2 :

On sait que P est infini. Ici on montre que E est infini, ou £ = {p € P/p = 1[4]}.

1. Soient # € N et p € P impair tel que x> + 1 = 0[p].
Montrer que p € E.
2. On suppose que F est fini. On pose alors £ = {p1,....,pn} -

(a) On considére N = (2p;...p,)* + 1. Soit p un diviseur premier de N.
Montrer que p n’est pas dans F.

(b) Trouver une contradiction. (Utiliser la questionl).

3. Conclure.

— Solution :
1. p premier impair donc p = 1[4] ou p = 3[4]. Si par absurde on a : p = 3[4], alors on
écrit p = 4k + 3. D’apreés Fermat on a : 243 = zp], or %3 = (22?23 = 23 = —2[p].
Donc 2z = 0[p], par Gauss on a : x = 0[p|, absurde car 2> +1 = 0[p] et p € P.
Finalement : p € F.
Le reste de l'exercice est facile.

Exercice 3 :

Soient a,b,n € N* tel que a = b[n].

n—1
1. Montrer que a” — 0" = (a — b) Y a"v" "1,
k=0
Sib ¢ {0,a}, trouver une démonstration, autre que la récurrence, a cette ques-
tion.

2. Déduire que a” = b"[n?].

— Solution :
1. On a:

n_l n_l 7’ 7’
—K— — _ 1. téléscopage
(@a—b) S b F 1 = 3 gty () gk TEPa9E g

n—1
2. 1l suffit de montrer que > a*b" ! = 0[n).
k=0

n—1 n—1
En effet : 3 a1 =3 0" = na" ! = 0[n].
k=0 k=0

D’ott a" = b"[n?].
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