
Suites numériques M

Série 2 : corrigé

Exercice 1 :
1. On a ℓ < 1 donc ∃ℓ < a < 1. Donc ∃N ∈ N∗, ∀n ⩾ N,

un+1

un
⩽ a,

Donc
n∏

k=N

uk+1

uk
⩽ an−N donc 0 < un+1 ⩽ an−NuN , d’où le résultat.

2. On a ℓ > 1 donc ∃1 < a < ℓ, donc ∃N ∈ N∗, ∀n ⩾ N : un+1

un
⩾ a. On conclut comme

dans la 1ère question.
3. On pose un = 1

n
et vn = n.

Alors un+1

un
→ 1 et vn+1

vn
→ 1 et pourtant les 2 suites n’ont pas la même limite. Donc

on ne peut rien dire.
4. un+1

un
= a

n + 1 → 0 donc un → 0.

Exercice 2 :
1.

n

k

 +
 n

k + 1

 = n!
k!(n − k)! + n!

(k + 1)!(n − k − 1)!

= n!
k!

 1
(n − k)(n − k − 1)! + 1

(k + 1)(n − k − 1)!


= n!

k! × (k + 1 + (n − k))
(k + 1)(n − k − 1)!

=
n + 1

k + 1

.

2. Facile par récurrence.

Exercice 3 :
Par récurrence :

-) n = 1 : facile.
-) Si le résultat est vrai pour n,
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on a : n+1∑
k=1

ak

2

=
 n∑

k=1
ak

2

+ a2
n+1 + 2an+1

n∑
k=1

ak

H.R=
n∑

k=1
a2

k + 2
∑

1⩽i<j⩽n

aiaj + a2
n+1 + 2an+1

n∑
k=1

ak

=
n+1∑
k=1

a2
k + 2

∑
1⩽i<j⩽n+1

aiaj.

Exercice 4 :
1. On a :

n∑
i=1

m∑
j=1

aibj =
n∑

i=1
ai

m∑
j=1

bj =
 n∑

i=1
ai

 m∑
j=1

bj

 =
 m∑

j=1
bj

 n∑
i=1

ai

 =
m∑

j=1

n∑
i=1

aibj.

2. Il suffit de montrer le résultat pour n = m car :
m+1∑
k=1

m∑
j=i

ci,j =
m∑

k=1

m∑
j=i

ci,j

On procède alors par récurrence sur m.
-) m = 1 : ok
-) Si le résultat est vrai pour m, alors :

m+1∑
i=1

m+1∑
j=i

ci,j =
m∑

i=1

m+1∑
j=i

ci,j + cm+1,m+1

=
m∑

i=1

m∑
j=i

ci,j +
m∑

i=1
ci,m+1 + cm+1,m+1

HR=
m∑

j=1

j∑
i=1

ci,j +
m+1∑
i=1

ci,m+1

=
m+1∑
j=1

j∑
i=1

ci,j

D’où le résultat.

Exercice 5 :
On note S la limite de (Sn)
1. un = Sn − Sn−1 → S − S = 0.
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2. On a :

∆N =
N∑

n=1

1
n(n + 1)

n∑
k=1

kuk

=
N∑

n=1

n∑
k=1

1
n(n + 1)kuk

=
N∑

k=1
kuk

N∑
n=k

1
n

− 1
n + 1 car 1

n(n + 1) = 1
n

− 1
n + 1

=
N∑

k=1
kuk

(1
k

− 1
N + 1

)

= SN − 1
N + 1

N∑
k=1

kuk = SN − wN ⩽ S.

À ce stade on peut conclure que (∆n) est convergente car croissante majorée. Reste à
montrer que wN → 0 :

wN = 1
N + 1

N∑
n=1

n∑
k=1

un

= 1
N + 1

N∑
k=1

N∑
n=k

un

⩽
1

N + 1
N∑

k=1
Rk

Avec Rk = lim
N→+∞

N∑
n=k

un. Alors Rk = S − Sk−1 donc Rk → 0.

Soit ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ⩾ N : Rn < ε/2,

donc
n∑

k=N

Rk < (n − N)ε/2 donc wn <
1

n + 1
N−1∑
k=1

Rk + ε/2

Or pour n assez grand on a : 1
n + 1

N−1∑
k=1

Rk < ε/2 car cette suite tend vers 0.

D’où ∃N ′ ∈ N, ∀n ⩾ N ′, wn < ε.

Finalement ∆n → S

Exercice 6 :
Pour k ⩾ 2 on a : 1

k! ⩽
1

k(k − 1) = 1
k − 1 − 1

k
donc

n∑
k=2

1
k! ⩽ 1 − 1

n
⩽ 1

La suite est croissante majorée par 3 donc convergente.

Exercice 7 :
Soit ε > 0, ∃N1 ∈ N, ∀n ⩾ N1 : |u2n − ℓ| < ε et ∃N2 ∈ N, ∀n ⩾ N2 : |u2n+1 − ℓ| < ε
On pose N = max(2N1 + 1, 2N2 + 1), soit n ⩽ N.
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(i). Si n = 2k + 1 alors k ⩾ N2 donc |un − ℓ| < ε
(ii). Si n = 2k alors k ⩾ N1 donc |un − ℓ| < ε

Donc ∀n ⩾ N, |un − ℓ| < ε. D’où le résultat.

Exercice 8 :
Pour ε = 1/4, on a ∃N ∈ N, ∀n ⩾ N, |un − ℓ| < 1/4 et |un+1 − ℓ| < 1/4.

Donc |un − un+1| = |un − ℓ − (un+1 − ℓ)|
IT
⩽ |un − ℓ| + |un+1 − ℓ| < 1/2

Or un, un+1 ∈ Z donc un = un+1, car sinon |un − un+1| ⩾ 1, donc (un) est stationnaire
à partir de N.

(IT=inégalité triangulaire : |a + b| ⩽ |a| + |b|)

Exercice 9 :
1.

n∑
k=1

k

(k + 1)! =
n∑

k=1

(k + 1) − 1
(k + 1)! =

n∑
k=1

 1
k! − 1

(k + 1)!



=
n∑

k=1

1
k! −

n∑
k=1

1
(k + 1)! = 1 − 1

(n + 1)! .

2. On écrit :
n+1∑
k=1

(−1)k+1

k

n + 1
k

 =
n+1∑
k=1

(−1)k+1

k

n

k

 +
n+1∑
k=1

(−1)k+1

k

 n

k − 1

.

On conclut par récurrence simple.
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