Suites numériques M

Série 2 : corrigé'
Exercice 1 :

1. Ona€<1doncE|€<a<1.D0nc§|N€N*,Vn>N,u”+1<a

9

Unp

Donc kﬁN uz; < a" N done 0 < Uprl < a" Nupy, d’ou le résultat.
2.0naf>1doncdl <a < ¥, donc AN € N*,Vn > N : Hnt1 > a. On conclut comme
dans la lere question. o
3. On pose u, = — et v, = n.

Alors 2y et Ut — 1 et pourtant les 2 suites n’ont pas la méme limite. Donc
on ne peugnrien dire. o
4. Untl _ _ 4 — 0 donc u,, — 0.

Uy, n—+1

Exercice 2 :

@)*(kZJ::mmﬁwm+(k+nu:—k—nl

n! 1 1
:m(@%wmn—k—nr+w+4xn—k—nJ
nl (k+1+(n—k)
TR e D —k—1)!

_ n—+1
S \k+1)

2. Facile par récurrence.

Exercice 3 :
Par récurrence :
-)n=1: facile.
-) Si le résultat est vrai pour n,
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on a :

n+1 2 n 2 5 n
(Z ak) = (Z Clk:) + @y 20041 ) ap
k=1 =

k=1

n
R Zak+2 > aiaj+ai+1+2an+12ak

1<i<j<n k=1
n+1 9
=> a.+2 Y  aa;
k=1 1<i<j<n+1

Exercice 4 :

Lonas S-Sy - (Sa) (£6) = (£0) (Sa) - £ L
i=1j=1 =1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1i=1
2. 1l suffit de montrer le résultat pour n = m car :

m+1 m m m
> D Cij =D D Cij
k=1 j=i k=1 j=1

On procede alors par récurrence sur m.
-)m=1:o0k
-) Si le résultat est vrai pour m, alors :

m+1m+1 m m+1

DD Cii =D D Cij T Cmylmtl

i=1 j=i i=1 j:i

- Z Z Cij + Z Cim+1 T Cm+1,m+1
1=17j5=1 1=1

H m J m—+1
=2 > Cij+ Z Cim+1
j=1li=1 i=1
m+1
Z Ci,j
j—l =1

D’ou le résultat.

Exercice 5 :
On note S la limite de (S,,)
1. un:Sn—Sn_1—>S—S:0.
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2.0n a:

A - 1 k

- u

VE D &
N n 1 k

- u
2 )
N N 1 1 1 1 1
I . _ L
g::lukngkn ] carn(n+1) 0T
SR

_— u S
=1 "\k N+1
Sy— % S s

= Sy — kup = Sy — wy < S,
N N+1,§1 Uk = oN = N

A ce stade on peut conclure que (A,) est convergente car croissante majorée. Reste a
montrer que wy — 0 :

1 N n
wN_NJrlnzz:lkz%un
1 N N
= — u’I’L
N+11§17§k
1 N
< R
N+1;§1 '

N
Avec R = lim > wu,. Alors R, = S — S_1 donc Ry — 0.

N—+o00 n—Fk

Soit ¢ > 0, AN e NN\Vn > N : R, < ¢/2,

n 1 N-1
donc Y Ry < (n— N)e/2 donc w, < —— > R +¢/2
k=N n+1i5
1 N-1
Or pour n assez grand on a : ] > Ry < &/2 car cette suite tend vers 0.
n k=1
D’ou AN € N,Vn > N, w, < ¢.
Finalement A, — S
Exercice 6 :
Pour k > 2 <! L limey ity
our k> 2ona:— < = ——donc ), = <1—-——<
k' " k(k—-1) k-1 k = k! n

La suite est croissante majorée par 3 donc convergente.

Exercice 7 :
Soit € > 0, AN; € N)Vn > Ny @ |ug, — £ <e et ANy € N)Vn > Ny @ |ugy1 — €] < e
On pose N = max(2N; + 1,2N, + 1), soit n < N.
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(i). Sin =2k + 1 alors k > N, donc |u, — ] < ¢
(ii). Si n = 2k alors k > N; donc |u,, — (] < ¢
Donc Vn > N, |u, — ¢| < . D’ou le résultat.

Exercice 8 :
Pour e =1/4, on a AN € N,Vn > N, |u, — {| < 1/4 et |u,11 — €| < 1/4.

IT
Donc |u, — tpi1| = |ty — € — (upy1 — 0)| < |up — €] + |uper — €] < 1/2
Or Uy, Upy1 € Z donc u, = uyy1, car sinon |u, — u,y1| = 1, donc (u,) est stationnaire

a partir de V.

(IT=inégalité triangulaire : |a + b| < |a| + |b])

Exercice 9 :

1
kzlld_,gl(k+1)' C(n4 1)
n+1 (_1)k+1 <n+ 1) n+1 (_1)k+1 (n) n+1 (_1)k+1( n )
2. On écrit : = + .
kz:l k k kZl k k kZI k k—1
e

On conclut par récurrence simple.
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