
Suites numériques M

Série 2 : pour aller plus loin

Les exercices suivants dépassent largement le niveau de maths en bac, donc pas la peine d’y passer trop
de temps. Par contre, ils pourront vous aider à réfléchir profondément et à comprendre mieux votre cours.
Bon courage !

Exercice 1 :
Soit (un) une suite à termes strictement positifs telle que :

un+1

un

→
+∞

ℓ ⩾ 0

1. Montrer que si ℓ < 1, alors un →
+∞

0 (par la définition de la limite.)
2. Montrer que si ℓ > 1, alors un →

+∞
+∞

3. Que peut-on dire si ℓ = 1 ?

4. Calculer la limite de
an

n!
pour a > 0.

Exercice 2 :
On note

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Soit n ⩾ 2

1. Montrer que ∀ 0 ⩽ k ⩽ n− 1,

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

2. Déduire que ∀a, b ∈ R, (a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Exercice 3 :
Soient a1, · · · , an ∈ R. Montrer par récurrence sur n que :(

n∑
k=1

ai

)2

=
n∑

k=0

a2i + 2
∑

0⩽i<j⩽n

aiaj

Exercice 4 :
Soient m,n ∈ N∗, et a1, · · · , am, b1, · · · , bn ∈ R.

1. Montrer que :
m∑
i=1

(
n∑

j=1

aibj

)
=

n∑
i=1

(
m∑
j=1

ajbi

)
=

(
m∑
i=1

ai

)(
n∑

i=1

bi

)
.

2. Soient (ci,j)1⩽j⩽m
1⩽i⩽n

., avec m ⩽ n. Montrer que :

n∑
i=1

m∑
j=i

ci,j =
m∑
j=1

j∑
i=1

ci,j

Exercice 5 :

Soit (un) une suite à termes >0. On note Sn =
n∑

k=1

uk. On suppose que (Sn) converge.

1. Donner la limite de (un). (écrire un en fonction de Sn)

2. On pose vn =
1

n(n+ 1)

n∑
k=1

kuk et ∆n =
n∑

k=1

vk

Montrer que (∆n) converge et a la même limite que (Sn). (utiliser l’exercice 4 pour permuter les sommes).
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Exercice 6 :

Montrer que la suite

(
n∑

k=0

1

k!

)
n∈N

converge.

Exercice 7 :
Soit (un) une suite réelle tq u2n →

+∞
ℓ et u2n+1 →

+∞
ℓ

Montrer que un →
+∞

ℓ.

Exercice 8 :
Soit (un) une suite à valeurs dans Z.
À l’aide de la définition de la limite, montrer que (un) est stationnaire, c’est-à-dire :

∃N ⩾ 0, ∀n ⩾ N : un = uN

Exercice 9 :

1. Calculer
n∑

k=1

k

(k + 1)!
.

2. Montrer par récurrence que
n∑

k=1

(−1)k+1

k

(
n

k

)
=

n∑
k=1

1

k
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