Probleme M

3 manieéres de voir une suite : Corrigé

1 1
1. Vk>2.Vre[k— 1Ak, < -
] E~x

On a z — — continue sur [k — 1, k] et £k — 1 < k donc

X
ko1 1 koodx
ez =5 <y

On somme l'inégalité de 2 a n on obtient par télescopage :

nd
H,—1< R In(n)
L x
donc H, < 1In(n) + 1.
1 1 1 k+1 d
De la méme fagon on a : Vk > 1,Vz € [k, k+ 1], - > —, donc — > / ' —x, on somme
g k™ x k koo
n+1
encore on obtient : H, > /1 — In(n+1).
x

D’ou
In(n+1) < H, <In(n) + 1.
Remarque : on a séparé les deur inégalités car dans la premiere inégalité on avait besoin

de k > 2 car x — % n’est pas définie en 0.

n

In(n)
3. (a) On a In (1 + i) =1In(n+1) —In(n) = /n+1 dﬁ

2. Par gendarmes : — 1.

noox
1 1 1
Etona:Vrenn+1], — < - < —.
et g " d d
. 7 . n+1 T n—l—li n—l—li
On integre I’encadrement : /n 1 < /n " < /n -
Finalement on a :
! <1 (1—|—1> <1
n —.
n+1 n) - n

b n+1 — Up =
(b) wnt1 —u n+1

(¢) (u,) décroissante positive. Montrons que ~y # 0.
1 1 1 k+1 dx .
Vk > 2,Vx € [kk+1],- > —, donc — > / —, on somme encore on obtient :
i k x k koo
n+1 dx

H,—1> — =Inn+1)—In(2) = u, >21—1In(2)en +ooona:y > 1—1In(2) > 0.
) g
T
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Probleme M

Application
2n 1
1. (a) On par changement d’indice : S, = > L= H,, — H,.
k=n+1

2
(b) Il suffit de voir que In(2) = In (n) :
n

Pour la limite on a lim Hs, —In(2n) = lim H, —In(n) =~. Donc lim S, = In(2).
n——+00 d n—-+00 n—-+00
T ().

0 1+x
dx o 1 </k dx
n+r n+k  Jeinta

2. Par Riemann on a : S,, —
3.0mn a

k
Vkeumyéﬂ

Par télescopage on a :

/1n+1 dx <Sn</n dx

r—+n 0 z+4+n

Donc

o + 1
ln< ny )gsngln@).
n+1

Gendarmes = S, — In(2).
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