27 février 2025 M

Bac Blanc 16'

Exercice 1

10

On rappelle que (Ms(R), +, X) est un anneau unitaire d’'unité I, = 0 1

). On rappelle
aussi que (GL2(R), x) est le groupe des inversibles de M (R).

On pose
a b a b a c
po {0 0) fmcacr [t 9 o ) =2l

Soit M = (a b) cE.
c d

2 b2 — 2 d2 =1
1. (a) Montrer que {a * “F

ac+bd =0
a = cos(«)
b= +si
(b) Montrer que Ja, 8 € R, sin(a)
¢ = sin(f)
d = + cos()

(@ Dédutre que 31 = (St} ) g - (Gle) i) ),

(d) Vérifier finalement que
P=(snte) oo ) lonte) —cosen) /<]
) ) s, = () ) )

sin(a) — cos(a)

On note dans la suite R, (COSEZ

a e R.
2. (a) Montrer que Ryio = RoRo , Ra—or = SaSars RaSer = Savar €6 SaRar = Sa—w-
(b) Montrer que (F, x) est un sous-groupe de (GLy(R), x)
3. Soit @ € R*
(a) Montrer que Vn € N, R = R,,,.
(b) On suppose que dn € N*, R = [,. Montrer que i € Q.
(

o
¢) Montrer que — € Q — dn € N*, R = I,.
T
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Exercice 2

Soit a € N et p un diviseur premier de a® + a + 1 distinct de 3.
1. Démontrer que a et p sont premiers entre eux.

On note x la classe de a dans Z/pZ. Démontrer que 2% = 1.
Démontrer que = # 1.

En déduire que p est congru a 1 modulo 3.

AN T

En prenant a sous la forme N!, démontrer qu’il existe une infinité de nombres pre-
miers congrus a 1 modulo 6.

6. Démontrer que, pour n > 3, N!—1 a au moins un diviseur premier congru a 5 modulo
6. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 5 modulo 6.

Exercice 3

Partie A
N . 1 dx
On considere la suite u,, = )
0142z
1. (a) Calculer 1 — u,.
(b) Déduire que u,, — 0.
In(2 1 n
2Montrerque1—un:n() —/ln1+x)d
n n /0

3. Montrer que Vx > —1, In(1 + z) < x.
4. Montrer que n(1 — un) — In(2).

Partie B

On considere les deux suites (ay,),,-; et (bn),>, définies par : (Vn € N¥)

1y k
an Zaretan( )
n

nkl

1 & kY2
b, = — (arctan <>>
n° — n

1
1. calculer /0 arctan(t)dt (utiliser une intégration par parties)

et

2. Montrer que la suite (an),>, est convergente et calculer sa limite.
3. Montrer que lim b, =0

n—-+o0

4. On pose : (Vne N*) P, =1]] (1 + — arctan ())
n

k=1 n
1
(a) Montrer que : (Vo > 0) : x — §x2 <In(l+4+2z) <
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1
(b) En déduire que : (Vn € N*) : a, — §bn <In(P,) < ay

(c) Déduire la limite de la suite (F,),,, -

Partie C

Soit F' la fonction définie sur R par

1. Justifier que Dp = R.
2. Justifier que Vt € R : In(1+¢€') =t +1In(1+e7") en déduire a l'aide d’une intégration

par changement de variable que

Vr € R: F(—z) = 923 + F(x)

3. En utilisant la formule de la moyenne montrer Vo > 0 : In(1 4+ e¢™*) < F(z) < In(2).
4. Déduire que F' est continue en 0.

5. Montrer que Yu > 0 : In(1 4+ u) < u en déduire :

lim F(z)=0
T——+00
x
6. En utilisant la question 2 et 5 montrer que la droite (D) : y = —5 est une asymptote

a (Cp) au voisinage de —oo.

7. Soit x € R* vérifier que

(a) Montrer que G est deux fois dérivable sur R et que G(0) = G'(0) =0 et Vz € R :

—1
G'(a)=

1
(b) Soit & > 0 considérons la fonction ¢ définie sur [0, z] par ¢(t) = G(t) — §At2 ou
A est tel que p(z) = 0.
En appliquant Rolle & ¢ puis a ¢ sur [0, ] montrer que Jc €]0, z[: G"(¢c) = A.
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G —1
(¢) Déduire que dc €]0, z[: éf) = e 1]
- 1
(d) Montrer que F' est dérivable en 0 et que F'(0) = —7.

9. Montrer que F' est dérivable sur R* et que Vo € R* : 2F'(z) = In(1 +e7) — F(x).

10. Donner le tableau de variation de F'.

Exercice 4

Soient z1, z9 € C.

1. Montrer que |21 + 22| < |z1]| + |22| et que |21 + 22| = |21] + |22] <= 21 et 22 sont dans
la méme demi-droite (ont méme argument mod 27).
2. Soient n € N*, z1,---, 2, € C*.

(a) Montrer par récurrence que

n

> 2k

k=1

n

<D |zl

k=1

On suppose que

n
= > |zk|] <= tous les z; sont sur la méme demi-droite.

n
> 2k
k=1

k=1
n+1 n+1
Soit 2,41 € C* tel que | > zk| = D |2k
k=1 k=1
(b) Montrer que

n+1 n
> 2k = | D 2| + 21l
k=1 k=1

(¢) Montrer que

Déduire que 36 € R, Vk € {1,--- ,n}, I\, > 0, 2, = \pe®.

(d) Montrer que 3\ > 0, 2,11 = A (Z )\k) el
k=1
(e) Conclure que tous les z; sont la méme demi-droite.

3. Montrer que

n
= > |zx] < tous les z; sont sur la méme demi-droite.
k=1

Vn € N*, Vzy,---, 2, € C,

n
>z
k=1

FIN
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