Probleme M

Tout en un probléme : Analyse'

Partie 1 : une petite étude de fonction pour s’échauffer
On considere la fonction u définie sur R par :

e — 1

(Vx € R),u(x) = o

1. (a) Montrer que la fonction u est impaire.

)
b) Calculer 1_1)111 u(x), puis interpréter géométriquement le résultat.
X o0
a) Montrer que u est strictement croissante sur R.

b) Ecrire Péquation de la tangente (T') & la courbe (C,) au point d’abscisse 0 .
3. Montrer que u admet une bijection réciproque de u~! définie sur un intervalle J que

-
(
2. (
(
I’'on déterminera.

4. (a) Tracer dans un repére orthonormé (0,4, 7) les courbes (C,) et (Cy-1).
(b) Calculer en cm? la surface du secteur (A) tel que :

(A) = {M(z,y) € (P)/(z,y) € [0,In2]" et u(z) <y <u'(z)}

Soit f fonction numérique définie par :

F0) =1t fla) = 2

x + u(z)
5. (a) Justifier que : Dy = R, puis calculer lim f(x).

,x # 0

(b) Montrer que la fonction f est paire, puis déduire lim f(z).

T—r+00
6. Montrer que f est continue sur R.

7. (a) Montrer que : (V¢ € RT) ,4/(t) = 1 — (u(t))?, puis en déduire que :
3
(V$€R+>,CL‘—$3 <u(z) <z
(b) Vérifier que : (V:L’ € R*+) : f(@) = £(0) _ —2u2(a:) f(x), puis en déduire que f est
T

dérivable en 0 et que f/'(0) = 0.

8. Pour chaque entier naturel n non nul on pose S, = > u ( k) et
n

. k=1
on pose u, =
P " ,;Z:l n+k
1a 1
(a) Vérifier que u,, = — > en déduire que lim w, =1In?2
n.—1 1+ % n—-+o0

1
(b) Montrer que Vn € N*: 0 < u,, — S;, < =— en déduire lim S,

3n2 n——+00
(¢) Construire dans le méme repeére la tangente T et les courbes (Cy) et (C,-1)

Soit A €]0,1[. On note S\ laire en cm? du domaine

Dy ={M(z,y) € P/z € [0,\,y € [0,\,u(z) <y <u '(z)}
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: et +e -
(d) Montrer que la fonction x — In ) est une primitive de u sur R

Cm2

A oA
(e) Déduire Sy = A* —21In (e—l—e
9. (a) Montrer que f est dérivable sur R*" et que :
J— . /

(z +u(z))?
(b) En utilisant le théoreme des accroissement finis, montrer que :

(Ve e R),u(z) —z - u/(z) > 0

(¢) Montrer que f est strictement croissante sur R*, puis déterminer f(R)
Soit F' la fonction numérique définie par :

F(0) =0 et F(z) =

8~

[y W@tz #0
10. (a) Justifier soigneusement que : Dp = R.
(b)

(

Montrer que est paire ( Utiliser une intégration par changement de variable).
11. (a) En utilisant le théoréeme de la moyenne, montrer que :

(Vx € R*),0 < F(x) < In(f(x))
(b) En déduire que F est continue en 0 .
(c) Montrer que F' est dérivable a droite en 0 et donner F}(0).

2.t
12. (a) Vérifier que : (Vt € R*") | 11 < f(t) <2
(b) En déduire que , pour tout z € [1,+o0[, on a :

1

x.(49mkﬂwyﬁ+1[ﬁn<f%i>dﬂ:gf%x)<ln2

x 2-1
(c) Montrer que : (Vz € [1,+00]) ,/1 ln(

2z
= 1)-1 —Inx.
1—i—t>dt (x+1) n<$+ ) nx

1
d)- En déduire : xl—l>r—poo F(x), puis interpréter géométriquement le résultat .
13. (a) Montrer que F' est dérivable sur R*" et que :

erWﬂrp@y_mU@D—F@)

T
(b) Dresser le tableau de variation de F' sur R**.
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Partie 2 : Suites implicites ?
Pour tout n de N*\ {1}, on considere la fonction numérique f,, définie sur ]0; oo par :

1l+nlnz
folz) = ——F5—

X

- =

et soit (C,,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, 7).
1 Calculer les limites Tl_l)gloo fn(z) et lim, o f,(x), puis interpréter graphiquement les ré-
sultats obtenus.
2 (a) Calculer f!(z),Vz €]0;+oc [, puis vérifier que f/ (w,) = 0, tel que : w, = e .
(b) Dresser le tableau de variations de f,.
(c) Montrer que la fonction f,, admet une valeur maximale au point w, = e'm
3 Etudier la position relative des deux courbes (C,,) et (Cyy1).
4 Tracer dans le méme repere les deux courbes (Cs) et (C3).
On suppose que : n > 3.
5. Vérifier que w,, > 1 et que f, (w,) > 1.
6. Montrer que I’équation f,,(x) = 1 admet une solution unique «,, dans 'intervalle |1, +00]
et que oy, > wy,.

7. Montrer que (o), 53 est croissante.
1 1
8. (a) Montrer que In «, > - . (Vn = 3).
n

(b) Déduire que : a,, > /= (Vn > 3), puis déduire que la suite (o) est divergente.

On considere la suite numérique (uy),~, et la fonction F' définies par :

z Int e
(Vx €]0;+00]); Fl(x) = y 1—|—tdt et un:/lfn(a:)d:c

s zInt
9 (a) A l'aide de I'intégration par parties, calculer I(z) = /1 ?Zdt pour tout x de [1; 4+00].

(b) Calculer le produit P, en fonction de n. tel que : P, = [] e".

k=2
2 Etudier les variations de la fonction F. 1
3 (a) Vérifi \ —
(a) Vérifier que : (Vo €]0; +00]) ; ;U—I—l
(b) Montrer que : (Vz 0 < / —dt — ) < I(z).
F ( )

(c¢) En déduire la limite lim
x—)—i—oo n €T
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Partie 3 : Free-style
flo) =1
f0)=1
1. (a) Préciser 'ensemble de définition Dy de f
(b) Montrer que f est continue en 0 .
2. On consideére la fonction A définie sur R \ {—1} par h(x) = 1133 —In |1+ x|
(a) Calculer A'(z)
(b) Montrer que I’équation h(x) = 0 admet une solution unique « autre que 0 et que
—4,6<a< —4,5
(¢) Donner alors le signe de h(x)
3. (a) Calculer f'(x)
(b) Montrer que f(«) =

Soit la fonction f par

et donner le tableau de variation de f.
1+«

4. Construire dans un repere orthonormé (O; ;, ;) la courbe Cy de f.
On prend f(a) = —0,28
Soit ¢ la fonction définie sur R\ {—1;0} par : { ggg)) :(Ll talzsiz# —letz#0
g =
5. (a) Dresser le tableau de variation de g

(b) Construire dans un autre repere orthonormé (O, @, v) la courbe C,

1 n
6. Soient les suite (u,) et (v,). (u,) est définie sur N* par u,, = (1 + ) et (v,) définie
n

1 —n
sur N\ {0; 1} par v, = (1 - ) . Montrer que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes.
n

1\" n+1
7. Montrer que (1 + > <e< <1 + ) .
n n

11
55 ,onar—22<In(l+2) <

9. SoitA(n):(lenz) <1+§2>_”<1+:2>

- 1)(2n+1
(a) Montrer que 3 k% = n(n+1)(2n+1)
k=1
(b) Montrer que nl_1>rj{100A(n) — e

10. Soit la suite B définie par B(n) = (1 + \/\%) (1 + \)%) e (1 + \%%)

(a) Calculer /0 : Vadz
(b) Montrer que lim B(n) =e

+oo

8. Montrer que pour tout x € |—

wN
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Partie 4 : Un peu plus de théorie
Soient f, g : [a;b] — R deux fonctions continues avec f décroissante et positive.
1. Pour n € N*, on pose

n—1 Qop1 B
Sn — Z f (ak)/ g(t)dt avec ar = a + k(b Cl)
k=0

ag n

Montrer que

S, —— [ f(a(t)as

n—-+0o
2. On introduit G la primitive de g s’annulant en a.
Montrer que

ﬂ@$ﬁG<Sa<ﬂ®?%G

3. En déduire qu’il existe ¢ € [a; b] vérifiant

ﬁfmmmn:ﬂ@/ym&

a

4. Soient f, g : [a;b] — R continues avec f monotone.
Montrer qu’il existe ¢ € [a; ] tel que

[ £0)g(t)dt = fa) [ g(t)dt + £b) [ g(t)dt

Bon voici un petit résultat similaire mais dans un cas tres particulier :
Soit f une fonction positive et décroissante, dérivable de dérivée continue sur I = [a;b].
Soit g une fonction continue sur 7. On définit G : I — R par la relation

G(z) = [ g(t)dt
5. Montrer qu’il existe m, M € R tel que
G([a;0]) = [m; M]

6. Montrer que . .
| Fg(dt = fOIGO) - [ (G0t

b
7. En déduire qu’il existe ¢ € [a; ] tel que / f(t)g(t)dt = f(a)/ g(t)dt.
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Partie 5 : Le saviez-vous ?
1. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que :

(Vz e RY); <In(l+z) <z

T+ 1

2. En déduire que (Vn € N*); ] (1 + ) <e" < ]I (1 + )
k=1 k k=1 k
/n!
3. Soit (up),,cn- 1a suite définie par : (Vn € N¥) ;u, = v

n

n+1 n+1
Montrer que : (VnéN*);( * >€_1 <u, < "n+1< + >e_1
En déduire que (uy,),,cn- €st convergente et déterminer sa limite.

n!
On pourra montrer un résultat mille fois plus fort : lim 7 = 1 mais je préfere

n—-+00 W

vous le laisser pour un autre probleme.

* % * FIN * %K
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