


Exercice 1: 3 points

Dans M2(R), on considère le sous-ensemble:

E =

{
M(a, b) =

(
a b
−b a

)
/(a, b) ∈ R2 et a2 + b2 = 1

}
.

1) a) Vérifier que :
(
∀(a, b, x, y) ∈ R4

)
; M(a, b)×M(x, y) = M(ax− by, ay + bx).0,25

b) En déduire que E est une partie stable dans (M2(R),×).0,25

2) On pose : Γ = {z ∈ C/|z| = 1}.
Montrer que Γ est un sous-groupe de (C∗,×).0,50

3) Pour tout a+ ib ∈ Γ, On pose : f(a+ ib) = M(a, b).

a) Montrer que f est un isomorphisme de (Γ,×) vers (E,×).0,50

b) En déduire la structure de (E,×) en précisant l’inverse de tout M(a, b) ∈ E.0,50

4) On pose : A = M

(
−1

2
,

√
3

2

)
.

Déterminer l’inverse de la matrice A2024 dans E, où A2024 = A×A× . . .×A︸ ︷︷ ︸
2024 fois

.0,50

5) On considère les matrices I = M(1, 0) et J = M(0, 1).
Résoudre dans E, l’équation J ×X3 = I.0,50

Exercice 2: 4 points

Partie I :
On considère dans C l’équation (E) : z2 + (4− 3i)z + 1− 7i = 0.

1) a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 3 + 4i.0,25

b) En déduire les solutions a et b de l’équation (E) telles que Re(b) < Re(a).0,50

2) Soient α un argument de a et β un argument de b.

a) Donner la forme trigonométrique du nombre complexe c = 1− 7i en fonction de α et β.0,25

b) Déterminer sous forme exponentielle et en fonction de α et β, chacune des solutions de
l’équation (F ) : z4 + (4− 3i)z2 + 1− 7i = 0.0,50

Partie II :
Le plan complexe (P) est muni d’un repère orthonormé direct (O, u⃗, v⃗).
On considère les points A et B d’affixes respectives a et b. Soit R la rotation de centre O et d’angle
π

4
et H l’homothétie de centre O et de rapport

√
2. On pose F = R ◦H.

1) a) Montrer que l’écriture complexe de la transformation F est : z′ = (1 + i).z.0,25

b) Justifier que : F (A) = B.0,25

2) On pose M0 = A et pour tout n ∈ N : Mn+1 = F (Mn). Et on désigne par zn l’affixe du point
Mn.
Montrer que : (∀n ∈ N); zn = (1 + i)n.(−1 + 2i).0,50

3) a) Montrer que pour tout n ∈ N, le triangle OMnMn+1 est rectangle et isocèle.0,50

b) Déterminer tous les entiers naturels n pour que les points O,A et Mn soient alignés.0,50

c) Montrer qu’il n’existe aucun point Mn appartenant à l’axe réel.0,50
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Exercice 3: 3 points

Pour tout entier naturel premier et impair p, On pose : Np = 7p+ 3p − 4.

1) Montrer que : Np ≡ −1[p].0,50

2) On suppose qu’il existe un entier naturel m tel que : Np = m2.

a) Montrer que : mp−1 ≡ (−1)
p−1
2 [p].0,25

b) En utilisant le théorème de Bézout, montrer que : m ∧ p = 1. Puis en déduire que :
mp−1 ≡ 1[p].0,50

c) Montrer que : p ≡ 1[4].0,50

d) Prouver que : m2 ≡ 2[4].0,50

3) Soit a ∈ N, quels sont les restes possibles de la division de a2 par 4 ?0,50

4) En déduire de ce qui précède, que Np n’est jamais un carré parfait.0,25

Problème 1: 10 points

Partie I :
Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x · e−x.
Et soit (Cg) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

1) a) Calculer lim
x→+∞

g(x). Puis interpréter géométriquement le résultat.0,50

b) Calculer lim
x→−∞

g(x) et lim
x→−∞

g(x)

x
. Puis en déduire que (Cg) admet au voisinage de −∞

une branche parabolique dont on précisera la direction.0,75

2) Montrer que : (∀x ∈ R); g′(x) = (1−x).e−x et dresser le tableau de variation de g en justifiant
la réponse.0,50

3) Montrer que : (∀x ∈ R); g′′(x) = (x − 2).e−x puis étudier la concavité de (Cg) et déterminer
son point d’inflexion.0,50

4) Construire (Cg) dans le repère (O, i⃗, j⃗).0,75

5) Pour tout λ ∈ R∗
+, on pose : A(λ) =

∫ λ

0
g(x)dx.

a) Vérifier que : (∀x ∈ R); g(x) + 2g′(x) + g′′(x) = 0. Puis en déduire qu’une primitive de
g sur R est la fonction G : x 7→ −2g(x)− g′(x).0,50

b) Exprimer A(λ) en fonction de λ, puis calculer lim
λ→+∞

A(λ) et interpréter le résultat

géométriquement.0,50

6) Pour tout n ∈ N∗, on pose : Sn =
1

n2

2n∑
k=1

k · 2n
√
e−k.

Vérifier que : (∀n ∈ N∗) ; Sn =
2

n
·

2n∑
k=1

g

(
k

2n

)
. Puis en déduire que la suite (Sn)n∈N∗ est

convergente en précisant sa limite.0,50
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Partie II :
Soit F la fonction définie sur R par :

F (0) =
1

2
et F (x) =

2

x2

∫ x

0

g(t)

1 + e−t
dt; si x ̸= 0.

1) a) En utilisant une intégration par changement de variable, montrer que :

(∀x ∈ R∗) ;

∫ −x

0

g(t)

1 + e−t
dt =

∫ x

0

u

1 + e−u
du.0,25

b) En déduire que : (∀x ∈ R); F (−x) = 1− F (x).0,25

2) a) Vérifier que : (∀t ∈ R+) ; 0 ≤ g(t) ≤ e−1. Puis en déduire que :

(
∀x ∈ R∗

+

)
; 0 ≤ F (x) ≤ 2e−1

x
.0,25

b) Déterminer lim
x→+∞

F (x). Puis en déduire lim
x→−∞

F (x) en justifiant la réponse.0,50

3) Montrer que F est dérivable sur R∗
+ et que :

(
∀x ∈ R∗

+

)
; F ′(x) =

2

x

(
1

1 + ex
− F (x)

)
.0,50

4) a) Soit x ∈ R∗
+, en utilisant une intégration par parties, montrer que :

F (x) =
1

1 + ex
+

1

x2

∫ x

0

(
t

1 + et

)2

et dt.0,25

b) En déduire que :
(
∀x ∈ R∗

+

)
; F ′(x) =

−2

x3

∫ x

0

(
t

h(t)

)2

dt.0,25

Où h est la fonction définie sur R+ par : h(t) = e
t
2 + e−

t
2 .

5) a) Montrer que :
(
∀x ∈ R∗

+

)
;

x3

3(h(x))2
≤
∫ x

0

(
t

h(t)

)2

dt ≤ x3

12
.0,50

(Ind.: Remarquez que h est croissante sur R+).

b) En déduire que :
(
∀x ∈ R∗

+

)
;

−1

6
≤ F ′(x) ≤ −2

3(h(x))2
.0,25

6) a) Montrer que :
(
∀x ∈ R∗

+

)
;

1

1 + ex
≤ F (x) ≤ 1

1 + ex
+

x

3
.0,25

(Ind.: Utiliser la question 4) a) de la partie II).

b) En déduire que F est continue à droite en 0.0,25

7) Montrer que F est dérivable en 0 et que : F ′(0) =
−1

6
.0,50

(Ind. : On pourra appliquer le théorème des accroissements finis à F .)

8) Montrer que pour tout n ∈ N∗, l’équation F (x) = n.x, admet une solution unique an dans R et
justifier que : (∀n ∈ N∗) ; an > 0.0,75

9) Justifier que la suite (an)n∈N∗ est convergente, puis montrer que : lim
n→+∞

an = 0.0,50

10) Montrer que : lim
n→+∞

n · an =
1

2
. Puis en déduire lim

n→+∞
n

(
n · an − 1

2

)
.0,50
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