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INSTRUCTIONS GENERALES

e [ ’'usage de la calculatrice et du téléphone portable est interdit;
e L ’éléve peut traiter les exercices de I'’épreuve suivant I'ordre qui lui convient;
e [ 'utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des réponses est a éviter;

e La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part importante
dans I'appréciation des copies;

e Les réponses non justifiées ne seront pas prises en compte.

COMPOSANTES DU SUJET

Le sujet se compose de trois exercices et un probléme,
tous indépendants et répartis comme suit :

Exercice 1 Les strucutres algébriques 3 points
Exercice 2 Les nombres complexes ' 4 points
Exercice 3 Arithmétiques 3 points
Probléeme Probléme de synthése d’analyse 10 points




( Exercice 1: 3 points ]

Dans M3(R), on considére le sous-ensemble:
Ez{M(a,b)z(_ab Z)/(a,b)€R2 eta2+62:1}.
0,25 1) a) Vérifier que : (V(a,b,x,y) e R4) ; M(a,b) x M(x,y) = M(ax — by, ay + bx).

0,25 b) En déduire que E est une partie stable dans (Ma2(R), x).

2) On pose : I' ={z € C/|z| = 1}.
0,50 Montrer que T est un sous-groupe de (C*, x).

3) Pour tout a +1ib € ', On pose : f(a+ib) = M(a,b).

0,50 a) Montrer que f est un isomorphisme de (I', x) vers (E, x).
0,50 b) En déduire la structure de (E, x) en précisant l'inverse de tout M(a,b) € E.
-1 3
4) On pose : A= M (2,\2[>.
0,50 Déterminer Uinverse de la matrice A2°** dans E, ot A0 = Ax A x ...x A.
2024 fois
5) On considére les matrices I = M (1,0) et J = M(0,1).
0,50 Résoudre dans E, Uéquation J x X> =1T.
( Exercice 2: 4 points ]
Partie 1 :
On considére dans C Uéquation  (E) : 2> 4 (4 — 3i)z + 1 —T7i = 0.
0,25 1) a) Déterminer les racines carrées du nombre compleze 3 + 4i.
0,50 b) En déduire les solutions a et b de l’équation (E) telles que Re(b) < Re(a).
2) Soient a un argument de a et  un argument de b.
0,25 a) Donner la forme trigonométrique du nombre complexe ¢ =1 — Ti en fonction de « et (3.
b) Déterminer sous forme exponentielle et en fonction de « et [, chacune des solutions de
0,50 Véquation (F) : 2* + (4 — 3i)22 + 1 - 7i = 0.
Partie 11 :

—

Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (O, U, V)
On considére les points A et B d’affizes respectives a et b. Soit R la rotation de centre O et d’angle

% et H Uhomothétie de centre O et de rapport /2. On pose F = Ro H.

0,25 1) a) Montrer que l’écriture complexe de la transformation F est : 2’ = (1 +1).z.
0,25 b) Justifier que : F(A) = B.
2) On pose My = A et pour toutn € N:  M,11 = F (M,). Et on désigne par z, affixe du point
M,.
0,50 Montrer que : (Vn € N);  z, = (1 +14)".(—1+ 217).
0,50 3) a) Montrer que pour tout n € N, le triangle OMy, M, 11 est rectangle et isocéle.
0,50 b) Déterminer tous les entiers naturels n pour que les points O, A et M,, soient alignés.
0,50 ¢) Montrer qu’il n’existe aucun point M, appartenant a l’axe réel.




( Exercice 3: 3 points ]

Pour tout entier naturel premier et impair p, On pose : N, = Tp+ 3° — 4.

0,50 1) Montrer que : N, = —1[p].
2) On suppose qu’il existe un entier naturel m tel que : N, = m2.
0,25 a) Montrer que : mP™1 = (—1)1)771[])].
b) En utilisant le théoréme de Bézout, montrer que : m A p = 1. Puis en déduire que :
0,50 mP~! = 1[p].
0,50 ¢) Montrer que : p = 1[4].
0,50 d) Prouwver que : m* = 2[4].
0,50 3) Soit a € N, quels sont les restes possibles de la division de a® par4 ?
0,25 4) En déduire de ce qui précede, que N, n’est jamais un carré parfait.
( Probléeme 1: 10 pointsw
Partie I :
Soit g la fonction définie sur R par : g(z) =x-e *.
Et soit (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1, j).
0,50 1) a) Calculer lir+n g(x). Puis interpréter géométriquement le résultat.
T—>+00
b) Calculer lim g(x) et lim @ Puis en déduire que (Cy) admet au voisinage de —oo
T——00 T——00 I
0,75 une branche parabolique dont on précisera la direction.
2) Montrer que : (Vz € R); ¢'(z) = (1—x).e”" et dresser le tableau de variation de g en justifiant
0,50 la réponse.
3) Montrer que : (Vz € R); ¢"(z) = (z — 2).e™" puis étudier la concavité de (Cy) et déterminer
0,50 son point d’inflexion.
0,75 4) Construire (Cy) dans le repére (0,7, 7).
A
5) Pour tout X € R, on pose : A(\) :/ g(z)dz.
0
a) Vérifier que : (Vx € R); g(x) + 2¢'(x) + ¢"(x) = 0. Puis en déduire qu’une primitive de
0,50 g sur R est la fonction G : x — —2g(x) — ¢ ().
b) Exprimer A(N) en fonction de X\, puis calculer )\lim A(N) et interpréter le résultat
—+00
0,50 géométriquement.
1 2n
6) Pour tout n € N*, on pose : S, = —ZZR‘ Ve k.
" k=1
2 & [k
Vérifier que : (VneN*); S, =—-> ¢ <2> Puis en déduire que la suite (Sp),cn- €5t
n n
k=1
0,50 convergente en précisant sa limite.
\




Partie II :
Soit F la fonction définie sur R par :

1 2 " g(t) .
FO) =2 t Flz)=— dt; .
(0) e (x) 3 /0 Tl sz #0

1) a) En utilisant une intégration par changement de variable, montrer que :

—X t x
0,25 (Va € R*); / 9(t) dt:/ Y
o l+et o I+e ¥
0,25 b) En déduire que : (Vx € R); F(—z)=1—F(z).
2) a) Vérifier que : (Yt €R,); 0<g(t) <e ', Puis en déduire que :
. 2¢~ !
0,25 (Ve eRY); 0< F(z) < —
0,50 b) Déterminer lim F(x). Puis en déduire lim F(x) en justifiant la réponse.
r——+00 T—r—00
3) Montrer que F' est dérivable sur R’ et que :
0,50 (VeeRY); F()=>(— F)).
’ 0 xz \1+e*
4) a) Soit x € RY, en utilisant une intégration par parties, montrer que :
1 120t 0\
0,25 F(x) = — —— | e dt.
’ () 1+em+x2 0 <1—|—et> c
—2 [/t \?
0,25 b) En déduire que : (Vz € RY); F'(z) = QU?’/O h(t)) dt.
Ou h est la fonction définie sur Ry par : h(t) = e7 +e7 2.
x> T\ x>
0,50 5 Mont (Ve eRY); ——5 < — | dt < —.
, ) a) Montrer que ( x € +), 30h(@))? _/0 (h(t)) <1
(Ind.: Remarquez que h est croissante sur Ry ).
b) En déduire que : (Vo €RL): 2 < Fle)< -
0,25 ) En déduire que : (Vo € RY); 5 = (IL‘)_W
0,25 6 Mont (VzERY); — <Fla)<-— 4%
, ) a) Montrer que : (Vx € RY}); Toer S (x)_lJrex 3
(Ind.: Utiliser la question 4) a) de la partie II).
0,25 b) En déduire que F' est continue a droite en 0.
—1
0,50 7) Montrer que F est dérivable en 0 et que : F'(0) = -
(Ind. : On pourra appliquer le théoréme des accroissements finis a F'.)
8) Montrer que pour tout n € N*, l’équation F(x) = n.x, admet une solution unique a,, dans R et
0,75 gustifier que : (Vn € N*);  ap > 0.
0,50 9) Justifier que la suite (an),cn- st convergente, puis montrer que : lim a, = 0.
n—-+o0o
. 1 . Lo : 1
0,50 10) Montrer que : lim n-a, = —. Puis en déduire lim n <n “Qy — )
n——+0o 2 n——+00 2
\




