DEVOIR DE CONTROLE N°06 — Bac sciences Maths B
DUREE : 04 HEURES — Vendredi 19-04-2024

> Note : (usage de la calculatrice et du téléphone portabile est interdit

La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part
importante dans [appréciation des copies.

En particulier, les réponses non ]'ustzj‘rgées ne seront pas prises en compte.

V' ore sujet se compose de deux exercices et d’un probléme :
- Un exercice d arithmétiques.
- Un exercice sur les nombres complexes.

- Un probléme de synthése d’analyse.

O Exercice n°01 : (3,5pts)

= Soit P un entier naturel premier et impair.

;. . * 2 2 2
On suppose qu'il existe (X,y)e(N ) telque: XAy =1 et x“—2y*=0 [p].
1) a) Montrer que: YA p=1.

0,5
0,25 b)- En déduire qu'il existe U € Z tel que : uy =1 [ p].
2)- On pose : t =UX.
2 _
o a)- Montrer que : t~ =2 [ p]. 1
b—
0,5

b) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que : 22 =1 [p].
025 | 3) Montrer que: (Vke{1,2,...p-1}); p/Cy .

On rappelle que : (Vk e {1,2,..., p —1}); kC';, = pCEj.
4)- a)}- En utilisant la formule de Moivre, montrer que :

P P
0,25 (1+i)" =22 cos(p%)+i.22 sin(p%).
b)- En utilisant la formule du Binéme, montrer que :
p-1 Pl
2 2
0,75 (1+i)" =) (—1)k CX+i) (—1)k C2* . Puis en déduire que :
k=0 k=0

P P
22 cos(p%)ez et que : 22 cos(p%jzl [p].

2
5) En déduire que si: p=5 [8], alors il n'existe pas de couple (X,y) € (N *) tels
0,5

que: XAy=1et x*=2y* =0 [p].
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O Exercice n°02 : (3,5pts)

I- On considere dans Censemble C, [ équation suivante :
(E): z° —2(1+ i cos(@))z +2icos(0)=0, 0u O e }O%{
025 | 1} a) Vérifier que le discriminant de (E ) est : A = (2 sin ((9))2 :
> . :
b)- En déduire Lensemble des solutions de (E).
05 | 2F Ecrire chacune des solutions de (E) sous forme trigonométrique.
1= e plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O,a ,\7) .
On considere les points A; Myet M, d’affixes respectifs : a=1; z; =1+i€"
et 2, =1+ie7". On désigne par | le milieu du segment MM, ].
o5 | 1 Déterminer et construire [ensemble décrit par | lorsque 0 varie sur }O; %{ :
Z, -1
os | 2F @) Ecrire 22 1 ous forme exponentielle, puis en déduire que M, est ['image de
! 1 J—
M, par une rotation R que [on précisera.
02> b) Déterminer 6 pour que AM M, soit un triangle équilatéral.
025 | 3) Montrer que lorsque O varie sur }0;%[ , la droite (MyM, ) a une direction fixe.
4)- Soit (D) la droite d"équation : X =1.
0,75 v’ Montrer que: M, = S() (M, ). Puis déterminer 6 pour que le quadrilatére
OAM,M; soit un losange.
O Probléme : (13pts)
I= Soit f La fonction définie sur [0;+oo] par:
f(0)=0 et f(x)= xz.ln(1+lj ;si x>0,
X
o5 | 1} a) Calculer: lim f(x).
X—>+00
0,75 b) Montrer que f est continue sur [O; +oo[ .
1
o5 |2 Verifier que: (Vt20); 1-t< TSt +12,
X° x> X
0,5 b)- En déduire que : (Vx=0); X== <In(1+x)< X— g
_In(1+x)-x -
0,75 ¢} Montrer que : lim ( > ) = —1
Xx—0* X 2
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3) Montrer que (Cf ) admet au voisinage de +o une asymptote oblique (A)

d’équation : Yy = X— 7

4)- a)- Etudier la dérivabilité de T a droite en O et interpréter géométriquement
le résultat obtenu.

b)- Montrer que f est dérivable sur |0;+oo| et que :

(Yxe]0;+00]); f'(x) = 2x{|n(1+§j— 2(11+ x)}

5) a) Soit X >0. En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction
t>In(t) sur Cintervalle [ X; X +1], montrer que :

1 ( l) 1
—<In|1+= <=,
X+1 X X

6)- En déduire que f est strictement croissante sur [0;+o0| .

6)- Construire (Cf ) dans un repére orthonormé (O,T,]) .
7)- Justifier que T admet une fonction réciproque " définie sur [0; 4] .

II- Soit F (1 fonction définie sur [Q;+oo[ par: F(x)= 1f t)dt .
p X
1)- En utilisant une intégration par parties, calculer F (X) pour tout X >0.

1 4In(2)-1

2)- Déterminer lim F(X). Puis en déduire que : jo f(t)dt= % :
x—0"

3) En utilisant une intégration par changement de variable, montrer que :

J"n(z) -1 dX j t. f dt Puis en déduire la valeur de '[ "(2) f_l(X) dx.

4)- Pour tout N e N*, On pose : S, —an 1(%| (2 )j
k+1

est convergente en précisant sa limite.

v’ Justifier que [a suite (S, )neN

1 f(t
HI- ®ourtout neN, On pose : 1, =J‘O#dt
+N

1)- Montrer que : (VneN); I .[ 01 t
+n

2) Montrer que pour tout neN", Ona:

0< nj 1+nt Yt < (1——)] Wt dt+F( \%j

n
3) Montrer que : lim n(l—ij =0 et lim F(l—iij.

N—>+o0 \/ﬁ N—>+00 \/ﬁ

4)- Déterminer nIiT |, en justifiant la réponse.
—4o©
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> Exercices Bonus :
O Exercice n°01 : (02pts)
10" 1
= @our tout Ne N*, On pose : @, = Z S(k), Ou S(k)c{ész;gne la somme des
k=0

1

O Exercice n°02 : (03pts)

chiffres de Lentier naturel K .
1) Calculer &, puis montrer que : (Vn eN" ) ; a, =45n x10"1,

1029% 1
2)- Déterminer S(N), sachant que: N = > s(k).
k:102023

= Pour tout a+ib € Cet tout X+1y € C, On pose :
(a+ib)*(x+iy)=ax+i(ay+bx).
On considere le sous ensemble : G = {Z eC/Re(z)# O} :
025 | L Justifier que * est une loi de composition interne dans G .
15 | 2) Montrer que (G ,*)est un groupe commutatif-
3) On pose : H ={Z =g’ (1+iy)/ yeR}.
075 a)- Montrer que H est une partie stable de (G,*).
5 b)- Montrer que: (VzeH); 2 e H, Ou 7' est le symétrique de 7 pour la loi *.
O Exercice n°03 : (03pts)
= On considére dans N* xN*, [équation (E): x> -7y =1.
025 | 1) @) Justifier que si (a,b) est une solution de (E), alors: anb=1.
1 b)- Déterminer la solution (@,b) de (E) telle que b soit le plus petit possible.
2)- Pour tout Ne N°, On pose : U, = (8+3\/7)n :
a)- Montrer que : (‘v’n = N*); Uy = a, +b,N7,00 le couple (a,,b,)eN*xN"
0,75
est solution de (E).
0,25 b)- En déduire le nombre de solution de (E).
0,75 ¢} Montrer que : (Vn € N*) ; (8— 3\/7)n =a, —Db, 7 . ®uis exprimer @, et b,
en fonction de n.

% Qu St

Page : 4/4




