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MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE ’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ................. ... ... ... 3,25 points
— Exercice 2 : Nombres complexes ............ ... ... 3,75 points
— Exercice 3: Arithmétiques .......... .. ... ... 3,00 points
— Exercice 4 : Probleme d’analyse .................. ... ... ..., 10,00 points




Examen du Baccalauréat session normal 2008

Exercice 1 : (3,25 pts)

On rappelle que (M3(R), +, X) est un anneau unitaire et que (M2(R),+, ) est un espace vectoriel

réel et que (C,+, x) est un corps commutatif.

10 0 3 3b
On pose : [ = et J= V3 et F=4{ M(a,b) = ¢ v3 Ja,beR
0 1 -5 0 -Lb a
3 V3

0.75 pt 1 - a) Montrer que (E,+, ) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel (Ma(R), +,-).
0.50 pt b) Montrer que la famille (I, J) est une base dans I’espace vectoriel (E,+, ).
2 - On considére 'application f: v H B ou: E*=FE\{M(0,0)}
a+ib +—  M(a;b)
0.25 pt a) Montrer que E est une partie stable de (M3(R), x).
0.50 pt b) Montrer que f est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, x).
0.50 pt 3 - Montrer que (E,+, X) est un corps commutatif.
0.75 pt 4 - Résoudre dans E I'équation : J x X3 =T (ot X3 =X x X x X)
Exercice 2 : (3,75 pts)
Soit @ un nombre complexe non nul et @ le conjugué du nombre a.
On considére dans I'ensemble C I'équation : (G) :iz? + (a+a@ — i)z — @ — ia@ = 0
0.50 pt 1 - a) Vérifier que le discriminant de 1’équation (G) est : A = (a — @ —4)?
0.50 pt b) Résoudre dans I'ensemble C I'équation (G).
0.50 pt 2 - Montrer que a est une solution de 1’équation (G) si, et seulement si : Re(a) = Im(a)
(ot Re(a) est la partie réel du complexe a et Im(a) est la partie imaginaire du complexe a)
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O, :, ?) et on suppose que Re(a) # Im(a).
On considere les points A et B et C' d’affixes respectives : a et i@ et 1 + ia.
1- Onpose:Z:%
0.50 pt a) Vérifier que : Z = %
0.50 pt b) Montrer que les points A et B et C sont alignés si, et seulement si : Sm(a) = %
2 - On suppose dans cette question que Sm(a) # %
On considére R; la rotation de centre A et d’angle —7 et Ry la rotation de centre A et
d’angle 7. On pose : R1(B) = B’ et Ry(C) = C".
Soit E' le milieu du segment [BC.
0.50 pt a) Déterminer b et ¢’ les affixes respectives de B’ et C'.
0.50 pt b) Montrer que les droites (AFE) et (B'C”) sont perpendiculaires et que : B'C' = 2AF
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Exercice 3 : (3,00 pts)

On consideére dans I'ensemble Z? 1’équation suivante :  (E) : 35u — 96v = 1
0.25 pt 1 - Vérifier que le couple (11,4) est une solution particuliere de I’équation (E).
0.50 pt 2 - Déduire I'ensemble des solutions de 1’équation (FE).

On considére dans I'ensemble N I'équation suivante :  (F) : 23 = 2[97]

1 - Soit = une solution de I’équation (F).
0.50 pt a) Montrer que 97 est premier et que = et 97 sont premiers entre eux.
0.50 pt b) Montrer que : 2% = 1[97]
0.50 pt c) Montrer que : 2z = 2'[97]
0.25 pt 2 - Montrer que si I'entier naturel x vérifie z = 211[97], alors z est solution de ’équation (F).
0.25 pt 3 - Montrer que 'ensemble des solutions de I’équation (F') est I’ensemble des entiers naturels
qui s’écrivent sous la forme : 11 + 97k avec k € N.
Exercice 4 : (10,00 pts)

On considére la fonction numérique f définie sur Ry par:  f(z) =2z — e

et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O, z—>, 7)
0.50 pt 1 - a) Calculer la limite mgI—fr—loo (f(x) — 2x) puis interpréter le résultat obtenu géométriquement.
0.50 pt b) Calculer f/(z) pour tout x de R, puis dresser le tableau des variations de f.
0.50 pt c) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique o dans Ry et que 0 < v < 1.
0.50 pt d) Etudier le signe de f(z) dans I'intervalle [0; 1].
0.50 pt 2 - Tracer la courbe (Cf). (On prend a = 0,4)

On considere les deux fonctions ¢ et g définies sur R par :

o cp(x)zl/xe_tht; x>0
g(x):a:Q—/ e dt et xJo
" p(0) =1
0.50 pt 1- a) Montrer que : (Vx € R%) (3c € ]0;z[) ; i/ox eV dt = e
0.50 pt b) Déduire que : /I e Pdt <1
0 [0

0.50 pt 2 - a) Montrer que : g(a) = / f(t)de
0.50 pt b) Montrer que la foncti(;rf g est dérivable sur Ry et que : (Vx € Ry) 5 ¢'(z) = f(x)
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0.50 pt

0.50 pt

0.50 pt

0.75 pt

0.50 pt

0.50 pt
0.50 pt

0.25 pt

0.50 pt
0.50 pt

0.50 pt

c) Montrer que I’équation g(z) = 0 admet une solution unique 3 dans Uintervalle ]a; 1].

3 - a) Montrer que la fonction ¢ est continue a droite en 0.

b) En utilisant une intégration par parties, montrer que :
2 T
(Vz e RY) 5 o(z) = e 4 f/ 2e " dt
xJo

c) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur R* et que :

* 2 v —¢2
(Vz e RY) ; gp'(m):—ﬁ ; t2e ™t dt

d) Montrer que : ¢ ([0;1]) C [0;1]
3

xX
x
4 - a) Montrer que pour tout  de Ry on a : / 2t dt < 3
2
3

[e=]

b) Montrer que : (Va €]0;1[) ; |¢'(2)] <
c) Montrer que : (Vz € RY) ; ¢(z) =2 <= g(z) =0

5 - On considere la suite numérique (u, ),y définie par :

Unt1 =@ (uy) ;5 (Yn €N)

2
uo :g

a) Montrer que : (VneN) ; 0<u, <1
b) Montrer que : (Vn € N) ; |u, — | < (%)n

c) En déduire que la suite (u,), oy est convergente et déterminer sa limite.

FIN
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ROYAUME DU MAROC
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MATHEMATIQUES

0.75 pt

0.5 pt

Exercice 1 : (3.25 pts)

On rappelle que (M4(R), +, X) est un anneau unitaire et que (M4(R), +, ) est un espace vectoriel

réel et que (C, +, X) est un corps commutatif.

10 0 3 3b
On pose : I:( ) , Jz( ) f) et Ez{M(a,b)z( Ci f)a,beﬂ?}
0 1 7 0 _ﬁb a

1 - a) Montrons que (E,+,-) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel réel
<M2([R)7 +, )
On a M(0,0) € E donc E # ¢.
Soient M(a,b), M(c,d) € E :

OéM(G,b>+ﬁM(C,d):Oé< j \/gb)+ﬁ( Cl \/gd)
ﬁb a _ﬁd &

_ aa + fe V3(ab + Bd)

B \%(ab + f3d) aa + PBe
= M(aa+ Be;ab+ fd) € E

‘Donc E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel (M,(R); +;.) ‘

b) Montrons que la famille (I, J) est une base dans I’espace vectoriel (E, +, -)
On a pour tous M(a,b) € E: M(a,b) = al +bJ. Donc (I, J) est une partie génératrice
de E.
Soient a, B € R :

aI+6J:0©( o \/gﬁ):<0 0).
;\/gﬂ « 0 0

Sa=p=0
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0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.75 pt

Donc (I, J) st une famille libre de FE.
’ D’ou (I;J) est une base de (E,+,~).‘

s I i c — E* .
2 - On consideére I'application ou: E*=FEN\{M(0,0)}.
a+ib +—  M(a;b)

a) Montrons que E est une partie stable de (M5 (R), x).
Soient M(a,b), M(c,d) € E.

M(a,b)xM(c,d):< ¢ */gb)x( ¢ ﬁd)

1 —1
_ﬁb a ﬁd &

( ac — bd V3(ad + be) )

—%(ad + be) ac —bd

= M(ac —bd;ad + bc) € E.
’Donc E est une partie stable de (M4 (R), +,.). ‘

b) Montrons que f est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, x).

Soient a + ib, c + id € C*

f((a+1ib)(c+id))

f((ac —bd) +i(ad + bc))
(ac — bd; ad + be)
(a,b) x M(c;d)
fla+ib) x f(c+id).

M
M

Donc f est un morphisme de (C*; x) vers (E*; X)

On Considere I'équation :

flz+1iy) = M(a,b) < M(z,y) = M(a,b).
(L)
< ) =
—Jy @
@{x:a
y==>o

Donc I'équation admet unique solution a + ib € C*, alors f est bijective.

V/3b
b «a

SlL e

’D’oﬁ f est un isomorphisme de (C*; x) vers (E*; x). ‘

3 - Montrons que (E, 4+, X) est un corps commutatif.
On sait que (E, +, X) est un espace vectoriel réel, donc (E, +, X) est un groupe commutatif.
et on a (C*, x) est un groupe commutatif donc (E*, x) est un groupe commutatif, car c’est
Iimage de (C*, x) pa 'isomorphisme f. puisque x associative par rapport a + dans M, (R)

Donc x est associative par rapport a + dans FE.

’En déduire que (E,+, x) est un Corps Commutatif. ‘

4 - Résoudrons dans E I'équation : J x X3 =1 (ot X? =X x X x X)
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IXxX3=ITs—-JxJxX3=—J
S —J2x X3 =—J.
& X3 =—J.
& (M(a,b))® = M(0,—1)
< (fla+ib))® = f(—i)
< f((a+1ib)?) = —i

& (a+ib)3 = —i
Donc on résoudre 1'équation Z3 = —i, on pose : Z = re'?

Donc r3e3 = ¢~ 31

=1
Alors {
0= +2kn ke {0;1;3}
Pourk::():Zoze*%izﬁ—%idoncXO:M(

w[S

-1
2 ’7>
Pour k=1: Z, =e2' =idonc X; = M(0;1)

pourk:2:22:e%i:%ﬁ—%idonchzM(_T‘/g;—%)

Do : § = {21 —1J;7; =51 L7}

Exercice 2 : (3.75 pts)

Soit a un nombre complexe non nul et @ le conjugué du nombre a.
Partie I:
On considere dans I'ensemble C 1'équation : (G) :i2% + (a +a@—1i)z —a —iaa = 0

0.5 pt 1 - a) Vérifions que le discriminant de 'équation (G) est : A = (a —a —i)?

A= (a+a—1i)?—4i(—a—iaa)
=a’®+a? +i% + 2aa — 2ia — 2ai + 4ia — 4aa

=a? +a? +i%? — 2aa — 2ia + 2ia.

Donc A = (a —a —i)?

0.5 pt b) Résoudrons dans l’ensemble C I’équation (G).

OnaA=(a—a—1)?

(i—a—a)—(a—a—1)

(i—a—a)+(a—a—1)

Donc zy = —75——"=1+4aiet 2z, = % =ai
‘Donc Se = {1+ ai,ai}. ‘
0.5 pt 2 - Montrons que a est une solution de 'équation (G) si, et seulement si : Re(a) = Im(a)

(ou Re(a) est la partie réel du complexe a et Im(a) est la partie imaginaire du complexe a)
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0.5 pt

0.5 pt

On a a solution de I’équation (G), alors a = 1+ ai ou a = at

Donc Re(a) +iIm(a) = Im(a) + iRe(a) ou (1 —Im(a)) +iRe(a) = Re(a) + iIm(a)
D’oti : Im(a) = Re(a).

Réciproquement si a sous la forme : a = r + ¢

Ona ai=(r—ri)i=ri+r=a.

Donc a est une solution de (G).

En déduire que : a solution de (G) < Re(a) = Im(a) . ‘

Partie II:

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O, 17, ;> et on suppose que Re(a) # Im(a).

On considere les points A , B et C' d’affixes respectives : a , ia et 1 + ia.
(i—a—i

1- a) Vérifions que : Z =
ia—a

_ ((1+m)—a> (1—ai)—a 1—ia—a

Z = = = : - = ; =
na—a —ia —a —ia —a
l—a(i+1)  —i(l—a(i+1))
- —ia—a  —i(—ia—a)
_ —i+a(i—1)
- —a+ai
(i—1)a—i

Donc z =

ia—a

1
b) Montrons que les points A , B et C sont alignés si, et seulement si : I'm(a) = 3

A(a); B(ia) et C(1 + ai) sont alignées

2o — 2
o 20 FA o R,
B T %A
(I1+ai)—a
&> —
a—a

((l—i—ai)—a) l+ai—a
Aad ppn = ——=
ia—a ia—a

L (—a)-a_(1+ai)—a

eR

—ja—a  ia—a
(1—ai)—a (i—ai)—ai

—ia—a —a —at
s (1l—ai)—a=(i—a)—ai

sila—a)+(a—a)=(i—1)
1—1

1+1

Sa—a=
. ? .
©2Im(a)z:§:z

1
< Im(a) = 3
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0.5 pt

0.75 pt

Donc A(a); B(ia) et C(1 + ai) sont alignées < Im(a) = 3

On suppose dans cette question que I'm(a) # %

On considere R; la rotation de centre A et d’angle —g et R, la rotation de centre A et
d’angle g On pose : R{(B) = B" et Ry(C) =C".

Soit E' le milieu du segment [BC].

a) Déterminons b" et ¢’ les affixes respectives de B’ et C".

R,(B)=D
Sz —z4 =€ 3 (25 24).
&b —a=—i(ia—a).
&b =a+ia+a.
R,(C)=C"
& 2 — 24 = eFilzea)
s —a=1i(l+ai—a)

< =i(l—a).

‘ Donc b = a+ia+a et c’:i(l—a)‘

b) Montrons que les droites (AFE) et (B'C") sont perpendiculaires et que : B'C’ = 2AE

On a FE est le milieu de [BC.

ZB"FZC __ iatai+1

Donc zp = =85~ = =5

Ona: . o

2r —2zp (1 —a)—(a+ia+a)

iataitl _
2

a

:2<i—2ai—é—a>

ta+ai+1—2a

:2i<1—2a+&i+ai>.
a+at+1—2a

ZE T RA

=2

Donc

KT _gie (AB;B'C7) = S[-2n)
Zp— 24 2

< (AE) L (B'C).

Et on a

/
zc/sz‘ —9
ETZA

Donc |zgr — 2| = 2|25 — 24

Alors B'C’ = 2AEF.

‘D’Ofl les droites (AE) et (B'C”) sont perpendiculaires et B'C’ = 2AE
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0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

Exercice 3 : (3 pts)

Partie I:

On considere dans I'ensemble 7?2 'équation suivante :  (E) : 35u — 96v = 1

1 - Vérifions que le couple (11,4) est une solution particuliere de ’équation (FE).

Ona3bx11—-96x4=1

‘ Donc (11,4) est une solution particulier de (E). ‘

2 - En déduire I'ensemble de solutions de 1’équation (FE).
Ona3bx11—-96x4=1
D’apres le théoréeme de Bézout 35 A 96 = 1

Soient (u,v) la solution général de (E)

35u—96v =1
On a

3B x11-96x4=1
Donc 35(u — 11) = 96(v — 4)

Donc 35 divise 96(v — 4)

Puisque 35 A 96 = 1 et d’apres le théoreme de Gauss :
Donc : (3k € Z) : v =35k + 4.

On remplace v par sa valeur : 35(u — 11) = 96 x 35k

Donc u = 96k + 11

D'oti : §" = {(96k + 11;35k +4) /k € Z}.|

Partie II:

On considére dans I'ensemble N I’équation suivante :  (F) : 23° = 2 [97]

1 - Soit z une solution de I’équation (F).

a) Montrons que 97 est premier et que x et 97 sont premiers entre eux.

On a les nombres 2, 3, 5 et 7 sont des nombres premiers de carrée inférieur a 97 et ils ne

divisent pas 97.

Donc 97 est premier. ‘

Soit & A 97 = d, donc d/97

Puisque 97 est premier donc d =1 ou d = 97.
On suppose que d = 97.

OnaxzA97=det d/z.

Donc z = 0[97] ¢—a—d: 2% = 0[97].

Donc = n’est pas une solution de (F'), absurde.
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’D’oﬁ:dzl, alors:x/\97:1.‘

0.5 pt b) Montrons que : 2% = 1[97]
On a x A 97 =1 et 97 premier, d’apres le petit théoreme de Fermat :
2971 = 1[97]
Donc 2% = 1[97]
0.5 pt c) Montrons que : 1z = 21 [97]
On sait que (11,4) solution de (F). et ona:35x 11 —96 x 4 = 1.
x solution de (F'), donc %% = 2[97].
Alors 23511 = 211[97].
D’apres la question 1)b) : 296 = 1[97].
Donc 2964 = 1[97].
Par multiplication de deux égalité on a : z35*12-96x4 = 211197
Dot x = 211[97]
2 - Montrons que si entier naturel z vérifie z = 2! [97], alors x est solution de 1’équation
0.25 pt (F).
Ona:
r=21[97] = 235 = 211%3597].
= 235 = 296x4+1[97),
= 135 = 296%4 % 2[97]
On sait que 97 et 2 sont premier d’aprés le petit théoréme de Fermat : 296 = 1[97]
Donc 2964 =1 [97].
Alors : 2964 x 2 = 2[97].
Donc 235 = 2[97].
D’ou x est une solution de (F). ‘
3 - Montrons que I'ensemble des solutions de 1’équation (F') est I’ensemble des entiers naturels
0.5 pt qui s’écrivent sous la forme : 11 + 97k avec k € N.
On a montrer que : x35 = 2[97] & x = 21 [97) et on a 2! = 11[97].
Donc z = 11[97], c-a-d : (3k € Z) : x = 97k + 11.
D'ott : Sp={97k+11/k € Z}.|
MTM-Group (MathsForBac) 7/15 Option SM A & B




Session : NORMAL 2008

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

Exercice 4 : (10 pts)

Partie I:

On considere la fonction numérique f définie sur R, par:  f(x) =22 — e’

- —

et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O, 1,) )

1- a) Calculons la limite lim (f(x)— 2x) puis interprétons le résultat obtenu géométrique-

T—+00
ment.
. . _ . 2
lim f(z)—2r= lim 2z —e 2" —2x= lim ¢ =0
T—+00 r—+00 T—+00

Donc la droite d’équation y = 2x est un asymptote de ( € f) au voisinage de +oo.

b) Calculons f’(z) pour tout « de R, puis dressons le tableau des variations de f.

Soit z € R :

Fz)=2+2ze* >0

Donc f est strictement croissante sur R*.

Ona lim f(z)= lim 2z —e* = +o0
T——+00 T—+00
x 0 +00
f'(x) +
400
—1
c)
On a f est strictement croissante et continue sur R* et f(RT) = [—1; +o0].

Donc f est une bijection de R* dans [—1;4o00[ et on a 0 € [—1; +o0]

Donc 0 & un seul antécédent dans R*. Alors I’équation f(z) = 0 admet unique solution

o dans R™T.
Puisque 0 € f(]0;1[) =] — 1,2 — 1.

Alors -1 < a < 1.

Donc que 'équation f(x) = 0 admet une solution unique o dans R, et 0 < a < 1.

d) Montrons que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique o dans R, et que 0 < o < 1.
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0.5 pt

0.5 pt

On a f(a) =0et o €]0;1].

Si0 <z <aalors: f(x) < f(a) car f croissante.
Donc f(z) <0

Sia<z<1lalors f(x) > f(a), car fest croissante

Donc f(z) >0

‘Et par suite f positive sur |a; 1] et f négative sur |0;af et f(a) = O‘

e) Tragons la courbe (€y). (On prend a ~ 0,4)

54

Partie II:

On considere les deux fonctions ¢ et g définies sur R, par :

1 [* t

1 - a) Montrons que : (Vo € R%) (3c € ]0;z[) ; m/ e dt =e
0

t2

On at — e est une fonction continue sur R en particulier sur [0; z].

Alors elle admet un fonction primitive A sur Uintervalle [0;z] tel que : h/(z) = e~*°

Donc h est continue et dérivable sur [0; x].
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

D’apres le théoreme des accroissements finis :

(e €]0; z]) - hiz) =) _ R (c).

2

o (3e €)0;2) - %(h(x) _h(0) = <.
1 2

- e Vdt =e°.
x/ov

1 (% . 2
Donc (Va € RY) (3¢ €105 z[) ; / e dt=e¢
i
0

< (Je €]0;2) :

1
b) En déduire que : / e dt <1
0
Ona0<c<xdone —22 < —c2<0.Donc e ® <e ¢ <1

D’apres le résultat 1)a) On obtiens :

1 x
(Vm>0):/ e dt < 1
o

Pour z = 1 on obtient fol e dt < 1.

2 - a) Montrons que : g(«) :/ f(t)de
0

Donc g(a) = foa f(t)dt.

b) Montrons que la fonction g est dérivable sur R, et que : (Vz € R,) ; ¢'(z) = f(x)

2 . . -
Onat— e est une fonction continue sur R en particulier sur [0;z] avec x > 0.

Donc elle admet une fonction primitive h sur Uintervalle [0; x| tel que h'(x) = e~

2

On a g est dérivable sur R™ car c’est la différence entre deux fonction dérivable h et

r — 2.
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Ona:g'(z)=a22—h(z)=2z—e* = f(zx)

0.5 pt c) Montrons que 'équation g(z) = 0 admet une solution unique 3 dans l'intervalle |oy; 1[.
On a f est positive sur Ja; 1].
Alors (Vz €]a; 1)) = ¢'(x) = f(z) >0
Donc g est strictement croissante sur ]a; 1].
Alors g est une bijection de Uintervalle ]a; 1] vers U'intervalle |g(«), g(1)]
On a aussi f est négative sur [0, o]
Donc Vz € [0;0] : ¢'(z) = f(x) <0
Alors g est décroissante sur l'intervalle [0; ).
Puisque « > 0, alors g(a) < ¢(0)
Donc g(a) <0
De I7)2)b) On déduit que : 1 — j[;l e dt >0
Donc ¢g(1) >0
Et par suite 0 €]g(a); g(1)]
Donc 0 admet un seul antécédent § €, 1]
‘D’oﬁ Iéquation f(z) = 0 admet unique solution 3 €]a; 1]. ‘
0.5 pt 3 - a) Montrons que la fonction ¢ est continue a droite en 0.
On a d’apres I71)2)a) :
(VY > 0)(3e €]0; z[) : %j{;w e Vdt=e
Etona: 0<c<z
Donc e < e <1
Alors e < %foz et dt < 0;z > 0.
Donc e~*" < ¢(z) < 1 pour tous z > 0.
Puisque mlij& e = 31613% 1=1
Donc wliﬂlg+ o(x) =1=¢(0).
‘D’oﬁ ¢ est continue en 0. ‘
0.5 pt b) En utilisant une intégration par parties, montrons que :
(Vz €R:) 5 o(x)=e* + i/i t2e" dt
0
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0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

¢(z) =

T

1 xT
/1e—t2dt : x> 0.
0

v’ =1 donc

_ 42
v=-e"t donc

u=t

v = —2te

¢($> = % ([teiﬁ}z + 2 J;)x t267t2dt> = 673:2 + %j(']g“ t2€7t2dt.

2 x
Donc (Vz € R%) ; ¢(z) = e + / t2et* dt
i
0

c) Montrons que la fonction ¢ est dérivable sur R% et que :
* / 2 ‘ 2 —t2
(Ve eRY) 5 ¢'(w) =—— [ tPe " dt
T
0

Posons ¢(z) = j(;x 2t dt on ¢ (z) = x2e

2

Donc )
2z3e™" — 21(x)
2

/ — _2 7a;2
@' () re ¥ + .

2
= —2z¢ " 4 2pe " 4 2pe " — ﬁw(m‘)

—2
=3 ()
= % t2e " dt

(VzeRY) ; ¢'(z) = —/ 2e7t dt
0

d) Montrons que : ¢ ([0;1]) C [0;1]

Ona (Vz>0):¢'(x) <0

Donc ¢ est décroissante sm R, en particulier ¢ est continue et décroissante sur [0, 1].
Soit z € [0,1],c-a-d : 0 < x < 1

Done $(0) > d(x) > 6(1).

Alors 1 > ¢(x) > j(“)

Donc ¢(z) € [0,1]

Dot ¢([0,1])  [0,1]]

T . :1;3
4 - a) Montrons que pour tout  de R, on a : / t2e 1" dt < 3
0
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0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

2<0eet’ <1

_ 42
o2t L t?

xr 5 xr
@/ t2et dtg/ t3dzx
0 0

* 2 .T3
@/ et dt < —.
b 3

a8 3
Donc (Vz € R") : / t2e7 dt < %
0

b) Montrons que : (Vx €]0;1[) ; [¢'(z)| <

Wl o

Ona0< ["2e dt < %

Alors 0 < | [ 12e " dt| < %

Done [ |f7 e < | 5] x 3]
On sait que |¢(z)| = || x | [ 2~ di]
Donc [¢'(z)| < 3|z|

Puisque 0 < z < 1, alors |z| < 1.

D’ou Vz €]0,1[: ¢’ (z) < 2.

¢) Montrons que : (Vo € RY) 5 ¢(z) =z <= g(z)=0

Soit x > 0.
1 [* .
(b(x):x@/ e Vdt=x

T Jy
* 2
<:>/ et dt = 22
0
z 2
@xQ—/ e tdt=0
0

< g(x) =0.

Dou (Vz €RY) ; ¢(x) =z < g(x)=0

5 - On considere la suite numérique (u,,), _, définie par :
2
Ug = g et (vn € N) Upt1 = d)(un)

a) Montrons que : (VneN) ; 0<u, <1

n

Pourn:0:u0:§don00<u0<1

MTM-Group (MathsForBac) 13/15

Option SM A & B




Session : NORMAL 2008

Supposons que 0 < u, < 1.

n
Montrons que 0 < u,, ; <1
Onal<u, <1< u,€[0;1].
Et on a ¢([0,1]) C [0,1]

Donc ¥ (un> = Upy S [07 1]

Alors : 0 < up g <1

‘D’aprés le principe de démonstration par récurrence : (Vz € N): 0< U, <1
2 n
0.5 pt b) Montrons que : (Vn € N) ; |u, — | < <§>
On a ¢ continue et dérivable sur R} on applique TAF pour 5 € R et u,, € Rl il existe
un A entre [ et u,, tel que :
¢ (u,) — ¢(B)
“ =o' (N).
< e (u,) —e(B)] = 6" (M| - [u, — Bl
(car ¢<un> = un+1 et Qb(ﬁ) = ﬁ)
D’apres I1)4)b) : (Va €]0;1[) : |¢/(z)| < 2. et on a A €]0 : 1[, car u,,, 8 €]0; 1.
Donc |¢/(A)] < 2.
Alors : ’(b/()‘)’ ’ ‘un - 6‘ S % ‘un - ﬁ‘
Done : [y 1 — 6] < 2 fu, — .
2
2 2
< g'g\un—z—ﬂ
2 n
<(5) -4
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0.5 pt

Ona: 0<pB<l1

1 2 2
=330
2
=-1<-—-0<1
3
=|-—0<1
i1

Dou: (Vx € N): |u, —

Bl < (

5)"

c) En déduire que la suite (u,,) _ est convergente et déterminer sa limite.

Ona (VneN):|u, —f] < (%)n or =1 < 2 <1donc lim (2)

n—-+0oo

Dou (uy)

est convergente et lim wu, = 3.

n—-+oo

n

=0
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MATHEMATIQUES
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DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v' L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte j exercices :

— Exercice 1 : Nombres complexes ................ ..., 3,50 points
— Exercice 2 : Structures algébriques ................. ... ... 4,00 points
— Exercice 3: Probabilité ...... ... ... .. 3,00 points
— Exercice 4 : Probleme d’analyse .................. ... ... ... 10,00 points
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Exercice 1 : (3,50 pts)

— —
Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé direct (O, U, v )

On considére I'application r qui associe un point M (z) a un point M;(z1) tel que :

1+V3i  V3+i
= Z—|—

A1 2 2

Et Papplication h qui associe un point M(z) a un point Ms(z2) tel que : zo = —2z + 3i
Onpose: F=hor

1.00 pt 1 - Déterminer la nature de chacune des deux applications r et h et leurs éléments
caractéristiques.
2 - On consideére les deux points Q(i) et A(a) avec a un nombre complexe donné différent de .
Onpose: B=F(A) e¢t C=F(B) et D=F(C)
0.50 pt a) Montrer que si le point M’(2’) est 'image du point M (z) par 'application F alors :
/ . 241 .
2 —i=2e"3 (2 —1)
0.25 pt b) Vérifier que € est 'unique point qui vérifie : F(Q) = Q
0.75 pt 3 - a) Déterminer en fonction du nombre complexe a les complexes b et ¢ et d les affixes
respectives de B et C et D.

0.50 pt b) Montrer que les points et A et D sont alignés.
0.50 pt c) Montrer que 2 est le barycentre du systéme pondéré {(B,4);(C,2);(D,1)}.
0.25 pt d) Déterminer I’ensemble des points A(a) pour que le point D appartient a 'axe des réels.

Exercice 2 : (4,00 pts)

On munit I’ensemble R par une loi de composition interne * définie par :
(V(:J;;y) E]R2> ; rxy=1x+y— 3xy
0.25 pt 1 - a) Vérifier que: (V(x;9y) €R?) ; (1-3z)(1—3y)=1-3(xx*y)
0.75 pt b) Montrer que (R\ {%} ;*) est un groupe abélien.
- ®R\{i}:+)  —  ®5x) | .
0.50 pt 2 - a) Montrer que 'application est un isomorphisme.
T — 1 -3z
0.25 pt b) Montrer que : ¢~ (R}) = }—oo; %{
J1. 1.

0.50 pt c) Montrer que G —00; 5[7*) est un sous-groupe de (R\ {g} : *)
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3 - Pour chaque z de 'ensemble R\ {%} et pour tout n de IN on pose :

20 =0 et (™D =2 4

0.25 pt a) Montrer que : (Vx eR\ {%}) ;(YneN) ; ¢ (3:(”)) = (¢(x))"
0.50 pt b) En déduire (™ en fonction de z et n.
4 - On munit 'ensemble R d’une loi de composition interne T définie par :
2 1
(V(ac;y) eR ) ; .%‘Ty:$+y—§
0.50 pt a) Montrer que (R; T) est un groupe abélien.
0.50 pt b) Montrer que : (R; T;*) est un corps commutatif.
Exercice 3 : (2,50 pts)
Un urne contient 4 boules : une boule blanche, 3 boules rouges indiscernables au toucher.
On tire aléatoirement une boule de I'urne, on note sa couleur puis on la remet a 'urne.
On répete la méme expérience plusieurs fois jusqu’a obtenir pour la premiere fois
deux boules successives de méme couleur et on arréte ’expérience.
Soit X la variable aléatoire qui vaut le rang du tirage ou on a arrété l'expérience.
1,00 pt 1 - Calculer la probabilité des deux événements suivants : [X = 2] et [X = 3].
2 - Soit k£ un entier naturel non nul.
5 3 k—1
0,75 pt a) Montrer que la probabilité de ’événement [X = 2k] est : Py, = 3 (16)
3 k
0,75 pt b) Montrer que la probabilité de I'événement [X =2k + 1] est :  Poy1 = <16>
Exercice 4 : (10,00 pts)
On considere la fonction numérique f définie sur 'intervalle I = }—%; —i—oo{ par :
In(1+42
fla) = 2EEL L 2 20
f(0) =2
. 7/ . . \ Id % %
et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O, 1, )
0.50 pt 1 - Montrer que la fonction f est continue en 0.

2 - Pour tout réel non nul a de l'intervalle I, on considére la fonction numérique h, de variable

réelle z définie sur 'intervalle I par :

ha(z) = (In(1 4 2a) — 2a) 22 — (In(1 4 2z) — 2z) a®
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0.50 pt

0.75 pt

0.50 pt

0.50 pt

0.25 pt

0.50 pt

0.50 pt

0.50 pt

0.50 pt

0.75 pt

0.50 pt
0.50 pt

0.50 pt

0.50 pt

0.25 pt

a) Calculer hy(a) et hq(0) puis déduire qu'il existe un réelle b compris entre 0 et a tel que :

In(1+2a) —2a -2
a? 1420

b) En déduire que la fonction f est dérivable en 0 et que : f/(0) = —2
3 - a) Montrer que la fonction f est dérivable sur 'intervalle I \ {0} et que :

(Vx e I\{0}) ; f'(z)= ﬂ(?(i)Z:z:) avec g(z) =2z — (14 2z)In(1 + 22)

b) Montrer que : (Vz € I\ {0}) ; g(x) <0

c¢) En déduire les variations de la fonction f sur Iintervalle I.

4 - a) Calculer les deux limites  lim N f(x) et ll}rf f(x) puis interpréter les deux résultats
x oo

1
T——3

obtenus géométriquement.
b) Montrer qu'il existe un unique réel o de 'intervalle [1;2] tel que : f(a) =1

c) Tracer la courbe (C¢). (On prend a ~ 1, 3)

1 - On considere la fonction ¢ définie sur 'intervalle I par : ¢(x) = In(1 + 2x)

et on pose J = [1; ]

a) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur l'intervalle I et que :

(Ve>1); 0<d(2)<

W N

b) Vérifier que : ¢(a) = et que : ¢ (J) C J

2 - On considere la suite numérique (uy,),,cy définie par :

Upt1 = In(l+2uy,); (VneN)
(27} =1
a) Montrer que: (VneN) ; u, €J

b) Montrer que : (Vn € N) ; |u, —a| < (%>n

c) En déduire que la suite (uy), oy est convergente et déterminer sa limite.

Partie III:

On considere la fonction numérique F' définies sur I'intervalle I par :

Flz) = /0 ) dt

1 - a) Montrer que la fonction F' est dérivable sur U'intervalle I puis calculer F’(x)

b) Déduire les variations de la fonction F' sur 'intervalle .
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0.50 pt

0.50 pt

0.50 pt

0.50 pt

z In(l+ 2t
2-a) Montrer que : (Vx > 1) ; F(UU)Z/ Mdt

1 1+2t
b) Déduire que : lim F(z) = +o0
r—>+00

3 - On suppose que la fonction F' admet une limite finie [ a droite en —%.

On considére la fonction F' définie sur lintervalle {—%; —1—00[ par :

F(-3)=1

a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

Vrel): Fla)—1> f(z) (H;)

. 1
b) Déduire que la fonction F' n’est pas dérivable a droite en —5

FIN
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Exercice 1 : (3 pts)
Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O, i, ). On considére 'application r
qui & tout point M(z) associe le point M; (z;) tel que :
1+iV3 n V3+i
e v .
“ 2 2
Et lapplication h qui a tout point M (z) associe le point M, (z,) tel que :
H 22 = _2Z + 3/1/.

On pose: F=hor.

1.00 pt 1 - Déterminer la nature de chacune des applications r et h et leurs caractéristiques.

Premiére méthode :
Nous partons de I'écriture : (M) = M,

r(M)=M & 2z = (;—i—\ggz)z—i— <?+;z>

X

RN\

|

e

S

N

+

|
VRN
|
$

| =

1
N—

& oz =Bzt —elT

& oz = (e’%z— ei%ﬂ> + €'z
& oz = (ef5z—el2els) fei2
& (7 —€) =e'F (2 —e'?)
& (2 —i) =€ (2 —1)

o VM, =3V

Ainsi : r est la rotation dont le centre est V(i) et I'angle est .
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0.5 pt

Deuxiéme méthode :

Pexpression Complexe de r est de la forme z; = az + b tels que : a = 1+§‘/§ et
p— V3+i
5

a € C\{1}
Ona:{a|:|1_|_Z ‘_1/, =4/i1+3=

Donc r est une rotation d’angle arg(a et de centre V ZL .

arg(a) = arg (; + zf) [27]
Avec : E%[Qﬂ']
b B4l Lgl g
T—a 1 43 _ (\FH)_Z'_Z

Ainsi : | r est la rotation dont le centre est V(i) et I'angle est 7.

Pexpression Complexe de h est de la forme z, = az+ b avec a = —2 et b = 3i.

Premiére méthode :

On a:a € R*\{1} donc h est une homothétie de rapport a = —2 et de centre W(ﬁ), Avec
_ 3 __

e G = Thos =1

Deuxiéme méthode :

On a:

h(M)=M, < z,=-—2z+3i

& oz, =242+
& g =—2z—1)+1
& (29 —1) = —2(z—1)
< VM, =-2VM

Ainsi : ‘ h est une homothétie le centre de V(i) et son rapport est : —2. ‘

2 - On consideére les points (i) et A(a) tel que a est un complexe donné différent de i. On pose :
B=F(A),C =F(B)et D=F(C).
a) Montrer que si le point M’ (z) est I’image de M (z) par ’application F alors

z’—i:2ei47ﬂ(z—i)

On a le diagramme suivant :

F=hor

. —

M s M — " s g

& oz =e5(z—0)+i
Nous avons aussi : hiz;)=2' & (2 —i)=-2(z —1)
- (' — zﬂ: —2§ 3(z—1)
zy=€3(z—1)+1
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0.25 pt

0.75 pt

0.25 pt

De plus on a : —e'3 = —cos (E) — isin (E) c
3 3

Tr .. m

= COSs (7r+§> + 2sin (7r+f>

3
(47r> Lisi (47r>
=cos [ — 7 sin
3 3

4im

= e 3

4im

Ainsi : | (2/ —i) =2e s (z—1)

b) Vérifier que (2 est le seul point vérifiant F(Q2) = .

D’apres la question 2 — (a), On a :

M— M’

z— 2 =2eF (z—1i)+i

Pour résoudre ’équation :F' (M) = M

On a: FM)=M< z(264gﬂ—1):2ze4§"—z
& z(2€4§7r — 1) =1 (26437r — 1)
& z=1
& M=Q

Ainsi : ‘Q est le seul point qui satisfait F(M) = M ‘

3 - a) Déterminer en fonction du nombre complexe a, les nombres complexes b, ¢
et d d ’affixes respectifs des points B,C et D.

F(A)=B&zg—i=2e"% (24 —1)
ob=2e"5 (a—1i)+i

b =2 (;—z‘f> (a—1i)+i

sb=(1+iV3)(i—a)+i
sb=i—a—V3—aV3i+i
b= —(a+V3)+i(2—aV3)

Dot : |b=—(a+v3) +i(2 —aV3).

Et de la méme maniére, en partant des équations F'(B) =C et F(C)=D
Nous obtenons :

2c=c=2(v3—a)+i(2av/3+3).| Bt |zp=d=8a—Ti.|

b) Montrer que les points 2, A et D sont alignés.

Za — %4 t1—a —1 —1
= =—€Re  (2g—24) = (2p—24)

Ona: =
na zp—24 8a—Ti—a 7

Ainsi : ‘ les points 2, A et D sont alignés. ‘
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0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.75 pt

¢) Montrer que le point 2 est le barycentre du systéme pondéré {(B,4); (C,2);(D,1)}.
On a:

dxz2p+2Xz20+1xz2p 42p+22c0+2zp i
= = — =72
44241 7 7%

D’ou : ’ le point  est le barycentre du systéme pondéré : {(B,4); (C,2); (D, 1)}‘

d) Déterminer I’ensemble des points A(a) pour que le point D appartienne a
I’axe des réels (des abscisses).

Partant du fait que D est un point sur ’axe réel.
Posons a = = + 1y.
Nous avons :

zp€eER<e  (8a—Ti)eR

& 8r+i8y—7) €eR

-y 7
Y738
Ainsi : 'ensemble des points A(a) pour lesquels le point D appartient a I’axe réel forme

7
8

une droite parallele & I’axe réel. | Son équation est : y =

Exercice 2 : (4 pts)

On munit ’ensemble R par une loi de composition interne * définie par :
(V(z;y) € RY)szxy=2+y— 3y

1 - a) Vérifier que : (V(z;y) € R?); (1 —3z)(1 —3y) =1—3(zxy).
Soient x et y deux élément de R.
Ona:

1-3(xxy)=1—-3(x+y— 3xy)
=1—-3x—3y+9xy
= (1—3z)—3y(l — 3x)
— (1-32)(1-3y)

Dou : | (V(z;y) €R?);(1—3z)(1—3y) =1—3(z*y)

b) Montrer que (R\{%};*) est un groupe abélien.

Loi de composition interne

Soient x et y deux éléments de R\ {1}, alors :

vty yEge (=340 . (1-3y) 40
< (1-32)(1—-3y)#0
< 1—-3(xx*xy)#0
o @ty
n (x*y)eR\{;}

Donc : | * est une loi de composition interne dans R\ {3}.
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Associativité
Soient z, y et z trois éléments de 'ensemble R\ {1} :
On a : rx(yxz)=xx*(y+ 2z—3yz)
=2+ (y+2—3yz) —3z(y + 2z — 3yz2)
=x+4+y+2z—3yz—3zy — 3z + Jxryz

Et on a : (x*xy)*xz=(r+y—3xy)*2z ,
=(r+y—3zy)+ 2z —32(x +y— 3zy)
=x4+y+2z—3yz—3zy — 3zz 4+ Jxyz

Donc : | * est une loi associative‘

Commutativité

On a: rTxy=x+y— 31y
=y+x—3yz
=yx*x

Donc : | * commutatif dans R\ {%}

L’élément neutre :
Soit e I’élément neutre : R\ {%}

1 1
Vmeﬂ?\{g}; x*eze*mzaz@b’azeﬂ?\{g}; r+e—3re=cx

@Vazel]?\{;}; e(l1—3z)=0

< e=0

L’élément symétrique :

Soit z’ le symétrique de = par rapport a la symétrie :

z+xx =2’ xx=e< z+z —3xx' =0

& 2'(1—-3z)=—x

e =T
- (1—31)
Et puisque :
1#0=1—-3z # -3z
1 —1
: —_
1—3zx 7 3x
T 1
1—3z 7 3
T 1
= R\ < =
o <R {3}
Donc : | tout élément = de R\ {3} posséde un symétrique 2’ = =%

En résumé : | (R\ {%} ;%) est un groupe abélien
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o6 (R\{5}5%) — (R %) . .
- ’ 3
0.5 pt 2 a) Montrer que I’application . 13 est un isomorphisme.
Ona:op(rxy)=1-3@xy) =(1-3z)(1—3y) = p(x) X (y)
d’apres la question 1 — a)
Donc : | ¢ est un isomorphisme de (R\ {3} ;*) vers (R*; x).
0.25 pt b) Montrer que : ¢ ' (R%) = |—oc; .
Soit y un élément de R*
L’équation : ¢(x) = y admet une unique solution =z = %, donc ¢ est bijective de
(R\ {5} ;%) vers (R*; x) et sa bijection réciproque est donnée par :
—1 * 1
5 ®ox) — (R5e
l—y
4) —_—
Y 3
¢ est décroissante sur R En effet : ¢'(x) = -3 <0 .
Donc : ¢! est aussi décroissante sur R et on a :
¢~ (R}) = ¢71]0; +00]
_ —1(,. A—1
=] lim_ 67 (0]
J o, (5 5) 3
=|lm (-—2];=
y=+o\3 3/ 3
1
_] 03 g[
Do+ [ (R) = J=oei 3|
0.5 pt ¢) Montrer que (] — oo; [;*) est un sous-groupe de (R\{3};*).

Soient x et y deux éléments de ] — oo; £[C R\ {4

’ < -y
Txy =x*

Y

}

1—3y>

3z
L 3%y

= r —
1—-3y

1—-3y

x(1—3y) —y+ 3zy

1—
r—y
1—3y

Puisque et y sont des éléments de | —oo; 5[ Alors :(1—3z) > 0, et

3y

Jxr—3y < 1-—3y.

En multipliant les deux cotés de l'inéquation 3z — 3y < 1 — 3y par le nombre positif

ﬁ On trouve :
3z — 3y xT—y <1
1—3y 1—3y "3
r—y 1
& — 00; =
1—3y 6] o5l
, 1
S xxy E}—oo;g[
Dot | (] — 0o; 5[;*) est un sous groupe du groupe (R\ {3} ;%)

3 - Pour chaque = de 'ensemble R\ {1} et pour tout n

20 =0 et £t =

de N on pose :

™ %z
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0.5 pt

0.5 pt

a) Montrer que : (Vo € R\{3});(Vn € N); ¢ (™) = (¢(z))".
Soit  un élément de R\ {3} et n un entier naturel. On a :

cb(a;(")) =p(z*xx*-x1) S qﬁ(x(")) = ¢(x) X ¢(x) X - X

n fois

< ¢ (a) = (¢(x))"

Dot : | (Vz € R\{3});(Vn € N);¢ (z™)) = (¢(z))".

b) En déduire (™ en fonction de z et n.
D’apres la question précédente, on a :

¢ (') = (¢p(z))" & 1 —32™ = (1 —3z)"

o g = 1—(1—3x)"

y s _ 1-(1-3z)"
D’ou |z = =g

4 - On munit 'ensemble R d’une loi de composition interne T définie par :

1
(V(z;y) € RY) 52Ty =24y — 3
a) Montrer que (R; T) est un groupe abélien.
On a T est une loi de composition interne dans R, en effet Va,y € R;
e La loi T est commutative. En effet : + est commutative dans R
e La loi T est associative. En effet :

2T (yTz) = «T <$ +y— 1)

3
+ x4+ L 1
=xr+x - —=
Y7373
=(@Ty) Tz
Donc : | T est une loi associative dans R ‘
eol.’élément neutre
Soit e I’élément neutre de T'dans R
On a:
1
zle=elr =12 < x+e—§:x
1
& =-€R
T3

D’ou : | L’élément neutre est : e = %

el.’élément symétrique

Soit z un élément de R et 2’ son symétrique par rapport

1 1 1
To =0Tz =- < - =5
x x xlx 3 T+ x 3 3
& ! (2 )eIR
r=|-—=x
3

¢(x)

x+y—%€R
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0.5 pt

1 pt

Donc : |tout élément z de R possede un symétrique =’ = ( % — :v)

En résumé : ’ (R; T) est un groupe abélien‘

Montrer que : (R; T;*) est un corps commutatif.
Soient x, y et z trois éléments de R
D’une part on a :

1
x*(yTz)zx*(y—i—z—g)

1
:2x+y+z—3(xy+xz)—§
Et d’autre part on a :

(xxy)T(x*xz)=(x+y—3zy)T(x+ 2z —32z2)
1

:2x+y+z—3(a:y+acz)—§

Nous concluons donc que : x % (yTz) = (z*y) T (z * 2)

Ainsi : ’la loi * est distributive sur la loi T‘
De plus (R, T) et (R\{3};*) sont deux groupe commutatifs

Par conséquent : ’ (R, T, %) est un corps commutatif. ‘

Exercice 3 : (2,5 pts)

Un urne contient 4 boules : une boule blanche, 3 boules rouges indiscernables au toucher. On tire
aléatoirement une boule de I'urne, on note sa couleur puis on la remet & I’'urne. On répeéte la méme
expérience plusieurs fois jusqu’a obtenir pour la premiere fois deux boules successives de méme
couleur et on arréte ’expérience. Soit X la variable aléatoire qui vaut le rang du tirage ou on a
arrété I’expérience.
Explication :

L’expérience consiste a tirer une boule, noter sa couleur, puis la remettre dans I'urne. On répéte
cette expérience jusqu’a l'obtention de deux boules consécutives de méme couleur, puis on arréte

le tirage.

Soit X la variable aléatoire égale au rang ou l'expérience s’est arrétée.

1 - Calculer la probabilité des deux événements suivants :

\ J

Pour réaliser ’événement [X = 2], il faut tirer :

ou

(X =2] et [X =3].
une boule blanche au 1°* tirage et une boule blanche au 2°™¢ tirage"

une boule rouge au 1°" tirage et une boule rouge au 2°™° tirage."
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Donc,
P([X:2]):ix%+zxz
10
~ 16
5
=

Dou: | P([X =2]) = 2.
Pour réaliser I’événement [z = 3], il faut tirer :
" une boule blanche au 1°* tirage, une boule rouge au 2°™¢ tirage et une boule

n

rouge au 3°™° tirage
ou

" une boule rouge au 1°° tirage, une boule blanche au 2°™¢ tirage et une boule
blanche au 3°™ tirage."

Ponc : 1 3 3 3 1 1
P X = = — — - — — —
(=8 =gxgx3+3>173
9.3
64 64
12
64
_3
16
Dou: |P[X =3] = %
2 - Soit k£ un entier naturel non nul. -
a) Montrer que la probabilité de ’événement [X = 2k| est : P, = % (1%) .

Soit k € N*.

Pour réaliser I'affinement [z = 2k], il faut effectuer (2k) fois le tirage dont les issues
jusquau (2k — 2)®™ tirage sont toutes des couleurs distinctes deux a deux, et les tirages
de rang 2k — 1 et 2k sont de méme couleur.

On peut donc schématiser les cas pour :

Bl R2 B3 R4 ...... R2k—2 BQk—lek

ou
Rl B2 R3 B4 ...... sz 2 R2k 1R2k
Les boules consécutive sont distinctes
Donc :
P. —1><3><1>< ><3><1><1 + 3><1><3><1 ><1><3><3
747471 47471 47471717
1 k—1 3 k—1 1 2 3 k—1 1 k—1 3 2
-() <) @) +G) <G <6)
4 4 4 4 4 4
3 k—1 1 3 k—1 9
() w6 *w
16 16 16 16
(e ()
- \16 16 16
10 3 )’“
= — x| —
1 16
5 3 k—1
-+ (i)
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don: [Py =3 ()

0.75 pt b) Montrer que la probabilité de ’événement (X =2k + 1] est : P, , = (%)k
Comme précédemment on schématise I’événement : [X = 2k + 1] par :
By, Ry, B3 Ry... Bop1 Ry Bapig
ou
R, By R3 By.... Ry 1 Bap Ropyn
Donc :
P = (5) = (1) 5 (3) < (3) <1
kT4 4 4" \4 4 4
= (i) <3+ () =i
- \16 4 \16 4
~() (i)
S \16/ \4 4
3\ k
= (3)
9 N 3\k
DOU: P2k+1 = (E) o
Exercice 4 : (10 pts)
On consideére la fonction numérique f définie sur l'intervalle I =] — %; +oo] par :
{ fla) = = 4 0
f(0) =2
et soit (C’ f) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (0,7, 7).
0.5 pt 1 - DMontrer que la fonction f est continue en 0 .
On a :
In(1 + 2x)
li =1 _
. < 21n u)
= lim
u—1 u—1
u=1+2x
Inu—Inl
— 9 lim <M)
u—1 u—1
1
:2<7> =2 = f(0)
1
En effet : Pour tout z5 >0, ona : lim,_,,_ (%) =1In'(zy) = wio
D’ou : ‘ f est une fonction continue au point zéro. ‘
2 - Pour tout réel non nul a de l'intervalle I, on considere la fonction numérique h, de variable
réelle x définie sur U'intervalle I par :
h,(z) = (In(1 + 2a) — 2a)z? — (In(1 + 2z) — 27)a?
0.5 pt a) Calculer h,(a) et h,(0) puis déduire qu’il existe un réelle b compris entre 0 et
a tel que :
In(1+2a) —2a -2
a? 1420
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0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

h,(a) = (In(1 + 2a) — 2a)a® — (In(1 + 2a) — 2a)a® = 0
he(0) = —(In(1))a® = 0

Et comme h, est une fonction continue et dérivable sur [0, a] et h,(0) = h,(a),
Alors d’apres le théoreme de Rolle il excite un réel de [0, a] tel que h,(b) = 0.
Donc :

2
/ — — — 2 _—
h,(b) =0 < 2(In(1 +2a) —2a)b=a ( 2+ 1+2b>

(142a) —2a  —2

<:)ln
a? 142

b) En déduire que la fonction f est dérivable en 0 et que : f'(0) = —2

Ona: lim (f(:c)f(())) ~ lim <ln(1+2x)2x) :

z—0 z—0 2

(ln(l +2a) — 2a>

a?

= lim

a=x
e Selon la question 2 — a),le nombre b est 1ié & a de telle maniere que : a < b < 0 et

In(1+2a) —2a  —2
a? 1420

e Si a tend vers zéro, alors b tend également vers zéro cela est di a ’encadrement :
0<b<O
Par conséquent, la limite devient :

In(1 + 2a) — 2 )
Jim (L 20) = 2a :lim< ):—2@&
a—0 a? b0 \ 1+ 2b

donc : ‘f est dérivable en zéro et on a :f'(0) = —2

3 - a) Montrer que la fonction f est dérivable sur ’intervalle I\{0} et que :
(Ve e I\{0}); f'(z)= @) avec g(z) =2z — (14 2z)In(1 4 22)
7 22(1 + 2x)

e Ona:z > In(1+2x) est dérivable sur I comme composée de deux fonctions dérivables.
e La fonction - 1 est dérivable sur 1\{0}.

D’ou : ‘la fonction f est dérivable sur I'\{0} ‘

2z —In(1 2z xr — x) In x
fi(z) = (HQQJ CL‘2< ! >> < fl(z) = (2 (1m_2|_(fﬁ12;)1+2 )>

oy 9@)
< fi) = z2(1 4 2x)
b) Montrer que : (Va € I\{0});g(x) < 0.

On a g une fonction définie, continue et dérivable sur I.
Et on a :

g (x)=2— (2 In(1+ 2z) + M)

(1+2x)
= —2In(1 + 2z).
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0.25 pt

0.5 pt

g(x)=0 si:x=0.
D’ou g () <0 si:x>0.

g(x)>0 si:z<0

On a
lim g(zr) = lim 2z — (1+ 2z)In(1+ 2x)
=3t z——17"
=—1— lim (1+2z)In(1+ 2x)
o1t
=—1— lim wuln(u)
u—07"
u=1+2zx
=—-1-0
-1
Et on a :

lim g(x) = lim 2z — (1+ 2x)In(1+ 2x)

T—+00 r—+00

= lim = (2 — (1 + 2) In(1 + 2x)>
T—+00 xX

= (+00)(=00)

= —0

D’otu le tableau de variation de la fonction g :

x %1 0 +00
g (z) + 0 -
0
-1 -00

Le tableau ci-dessus indique que la fonction g admet la valeur 0 comme valeur maximale.
Donc : (Vz € 1); g(x) <0 dou: ’ (Vx € I\{0}); g(z) < 0‘

¢) En déduire les variations de la fonction f sur ’intervalle I.
Le signe de f’ sur I\0 et celui de g (Car :(Vx € I\0); z%(1 + 2z) > 0 ) et puisque
(Vz € I\0); g(x) < 0, alors :’ la fonction f est strictement décroissante sur I'\0. ‘

En résumé on a le tableau suivant :
x %1 0 +00
9() - 0 -
22(14+2z) | 0 + 0 +
f'(z) - -
f 400 e N

4 - a) Calculer les deux limites lim f(x) et lir+n f(z) puis interpréter les deux
z%f%‘ T—+400

résultats obtenus géométriquement. On a :

lim f(x)= lim <2ln?>:—|—oo

x%%lJr u—0"
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0.5 pt

0.5 pt

Iim v—1=-1
r—0t

lim 2lnu = —c0.
En effet : u—0%

Donc : |la droite d’équation z = _71 est une asymptote verticale de Cy.

On a:
. . 2lnu
mgggaf(w)__ uggﬁo <u-—‘1).
u=2x+1
1
— lim 2<ﬂ)( S =0
u—+oo U u—1
1
lim nu_ 0
En effet : u=0" 4
lim =1
z—0t u — 1
Donc : |'axe des abscisses est une asymptote au voisinage de +oo. ‘

b) Montrer qu’il existe un unique réel a de ’'intervalle [1;2] tel que : f(a) =1

e On a la fonction fest continue et strictement décroissante sur I'intervalle ]—%; +oo[ donc
elle est continue et strictement décroissante sur 'intervalle [1;2] (Car : [1;2] C]— 3; +o00|

)

Donc f est une bijection de [1;2] vers [f(2); f(1)].

f(2)=0,8
Or { f(1)=1,1 Alors: le nombre réel 1 admet antécédent o dans U'intervalle [1;2].
1€[0.8;1.1]

Autrement-dit : | (Ja € [1;2])/f(a) =1
¢) Tracer la courbe (€;). (On prend a ~ 1,3 )
8 -

1 - On considére la fonction ¢ définie sur lintervalle I par : ¢(z) = In(l + 2z) et on pose
J =[1;a]
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a) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur l’intervalle I et que :

2
(Ve >1): 0<d(@) <
La fonction ¢ est la composée de deux fonctions (z +— 2x + 1 et z + In(z))

dérivables sur 1. Donc : ‘ la fonction ¢ est dérivable sur . ‘

Et on a: )
/ _
Ona:
1<z2z<6<2(1+2x)
2 2
<7
1+2x = 3
2
< ¢ (x) < 5
3
Et on a:

1
x€I©—§<x
S 0<14+ 22

<0<

1+ 22
<0< ¢ (x)

Dou:| (Voe>1); 0<¢'(z)<32
b) Vérifier que : ¢(a) = o et que : ¢(J) C J.
D’apres la question : 4 — b) dans On a :

< In(1+42a) =«
& ola) =«

=1

_2

Et nous avons : ¢’ (z) = 1+2z

donc : ¢ est une fonction strictement croissante sur [

o([L;a]) = [¢(1); d(a)] = [In3;0] C [In3;0a] C [1,1;0] C [1;q]
Car :1n(3)~1,1

Dot : |¢(J) C J

2 - On considere la suite numérique (u,,) _, définie par :

Uprr =In(1+2u,); (VneN)
Ug =1

a) Montrer que : (Vn e N); u, € J
En utilisant un raisonnement par récurrence, on a :
ePourn=0ona:U,=1€l,a]=J
e Soit n € N.
Supposons que u,, € J et Montrons que u,, ., € J.

un+1 = ¢<un)
Or:{ ¢(J)cCJ donc U, € J d'ott: [(Yn € N) u, €J]
u, €J
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0.5 pt
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0.25 pt

n

b) Montrer que : (Vn € N);|u, —a| < (2)".
On a la fonction ¢ est dérivable sur 'intervalle I On peut donc appliquer le théoréme
des accroissements finis sur U'intervalle [u,,,a] C 1.

D’ou lexistence d’un nombre réel ¢ €]u,,; af tel que :

Ce qui implique que :

’¢>(un) — o) _

(67

1<y, <c
En effet : { (V> 1); 0<¢/(ac)<%
Et on a:
2 2
’un+l —Oé’ < g ‘un - Oé’ g ’un - CM‘ < g ’unfl Oé’
2 2
§§X§|Un72—04|
2 2 2
§§><§><§|Un73—04|

) En effet : a>0 = 1l—ax<1
= |1—al <1

D'ou : ||u, —a| < (%)n

¢) En déduire que la suite (u,,)

.y ©€st convergente et déterminer sa limite.
n

Puisque: (Vn € N);  |u, — o] < (%)n et lim, (%)n =0 (Car:0<2<1)donc:

lim |u, —al=0dou:| lim u, =a.
n—-+oo n—+0o0

Partie II1

On considere la fonction numérique F' définies sur l'intervalle I par :

1 - a) Montrer que la fonction F est dérivable sur ’intervalle I puis calculer F’(z).
D’apres les questions précédentes, on a : f une fonction continue sur I donc f continue
sur un intervalle de la forme [0, z] avec z € 1.

d’ou : ’Fest dérivable sur I, et on a: F'(z) = f(x) ‘
b) Déduire les variations de la fonction F sur ’intervalle .
On sait que : (Ve € I) f(x) >0donc: (Vzel) F'(x)>0.

d’ou : ’F est strictement Croissante sur [ ‘
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2 - a) Montrer que : (Vx >1); F(x) > j;r In(142) 4,

12t
On a:
Vi>1 = 2t+1>t
. 1 1
t—2t+1'
De plus :

Vi>1 = 2t+1>3>1
— In(2t+1) > 0.

En multipliant les deux c6tés de 'inéquation % > Ti—l par le nombre positif In(2¢ + 1),
on obtient :

ln(2tt+ D 1n$t++11) N /190 (hl(2tt+1>) it > /1 (W) dt
;»/le(wdtz/lx (W) dt
= /Olf(t)dw/lmf(t>dt—/01 f<t>dt2/1z (W) «
:>F(x)—/0_1;(t)dt2/1m (W) dt

Or f est continue et positif sur [0;1]; alors j(;l f(t)dt > 0.

Dot : | (V> 1); F(z) > [ (250 dt.

b) Déduire que : lim F(z) = +oc.

r—>r+00
On a:

n(1 207 = 22E220 [0 ( +2t)dt:

(1+2t)
= [ () -

Or - lim, ,, o (§ (In(1 +22))? — (In
: (Vz > 1); flz (1n(2t+1)) d

2t+1

[(In(1 + 2¢))2]7

N

((In(1 + 22)) — (In3)?)

J=too
< Fz) onc : | lim, .,

F(z) =4+

3- On suppose que la fonction F' admet une limite finie [ a droite en —5. On considére la
fonction F définie sur Dintervalle [—5, +oo[ par :

a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

(Vzel) Flz)—1> f(x) (x + ;)

Soit x € I, on a F est dérivable sur et comme Fetle prolongement par continuité de F

en 2 , alors on a :
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e Fest continue sur |

e ["est dérivable

—1
HCG]?;I‘[;

D’autre part, on a : ¢ € |—

sur |

2
—1.
2

z—(3)

strictement décroissante.

Donc Vz € |—3, +00];
1T,
§a$[a

Puisque dc € ]—

(=
(F(x) —

+3) /(

Fa)-F(3) _ g

)

(0.« 3ee ]447

z[. donc d’aprés le théoréme des accroissements finis, On a :

—1[ F(z)
jw|s

1 z[ donc ¢ < z. Ce qui implique que f(z) < f(c) car f est

<(z+3 >f<)

fle) (z +

Alors : | (Vz € I);

Fle) —1>

(=

+3) f(@).

b) Déduire que la fonction F nest pas dérivable a droite en —3.

2)-

—

D’apreés la question précédente on a : (Vz € I); (F@ > f(z) et on sait que

mx%—% f(x> =

Donc : | F'n’est pas dérivable a droite en —3.

1

FIN

r+7
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INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;
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Ce sujet comporte 4 exercices :
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— Exercice 2 : Nombres complexes ............ ... ... 4,00 points
— Exercice 3: Arithmétiques .......... .. ... ... 3,00 points
— Exercice 4 : Probleme d’analyse .................. ... ... ..., 10,00 points




Examen du Baccalauréat session normal 2009

Exercice 1 : (3,00 pts)

M3 (R) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

1 0
On rappelle que (M2(R); +; X) est un anneau unitaire dont I’élément neutre est Io = ( ) )
01

Soit F ’ensemble des matrices carrées M (x;y) de Ma(R) telles que :

Ty
M(z;y) = 1| avec (z;y) e R* xR
0 —
x
0,25 pt 1 - a) Montrer que 'ensemble F est une partie stable de (Ma(R); x).
0,50 pt b) Montrer que (F; X) est un groupe non commutatif.
2 - Soit G I'ensemble des matrices M (z;0) de F avec z € R*.
1,00 pt Montrer que ’ensemble G est un sous-groupe du groupe (F; X).
3 - On pose E = R* x R. On munit ’ensemble F de la loi de composition interne 1 définie
par :
(V(wsy) € E)Y(a:b) € B) ; (w5y) L (a:b) = (awiba +2)
. - (Fix)  — (£; 1)
et on considere ’application
M(z,y)  — ¢ (M(z;y)) = (z,y)
0,25 pt a) Calculer (1;1) L (2;3) et (2;3) L (1;1).
0,50 pt b) Montrer que ¢ est un isomorphisme.
0,50 pt c¢) En déduire la structure de (E; 1).
Exercice 2 : (4,00 pts)
Soit m un nombre complexe différent de 1.
I) On considére dans ’ensemble C 'équation d’inconnue z :
(B) : 22— (1—=i)(m+1Dz—i(m*+1)=0
0,25 pt 1 - a) Vérifier que le discriminant de 'équation (E) est : A = [(1+i)(m — 1)]?
0,25 pt b) Résoudre dans C I’équation (E).
0,50 pt c¢) Déterminer sous forme algébrique les deux valeurs du complexe m afin que le produit
des deux solutions de I’équation (E) est égal a 1.
2- Onposezi=1—imetzg=m—1
. . L < i0 4
1,00 pt Ecrire z; et zy sous forme trigonométrique dans le cas ou m = e avec 5 < 0<m
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IT) Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O;€1;€3)

On considere les points M , M7 et My d’affixes respectivement m; z1 =1 —im et z9 = m — 1

0,50 pt 1 - Déterminer ’ensemble des points M pour lesquels les points M , M; et My soient alignés.
0,50 pt a) Montrer que la transformation R reliant chaque point M d’affixe z au point M’ d’affixe
2/ =1 — iz est une rotation dont on déterminera l’affixe de son centre 2 et une mesure
de son angle.
0,50 pt b) Montrer que le nombre complexe Z:j; est un imaginaire pure si et seulement si
Re(m) + Im(z) = 1.
0,50 pt c) En déduire 'ensemble des points M tel que les points Q , M, M; et M; soient cocycliques.
Exercice 3 : (3,00 pts)
Pour tout n entier naturel non nul, on pose : a, =2"+ 3" +6" —1
0,25 pt 1 - a) Vérifier que pour tout n de N* | a,, est pair.
0,50 pt b) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles :  a,, =0 [3]
2 - Soit p un entier premier tel que : p > 3
0,75 pt a) Montrer que: 2P7! =1[p], 37"t =1[p|et 6P~ =1 [p]
0,75 pt b) Montrer que l'entier p divise ap_2
0,75 pt c) Montrer que pour tout entier naturel g, il existe un entier naturel non nul n tel que :
anNq=4q
(an A q désigne le plus grand commun diviseur de a,, et q)
Exercice 4 : (10,00 pts)
Soit n un entier naturel non nul.
fo(z) =21 —In(z))” >0
On considere la fonction f,, définie sur I'intervalle [0; +oo] par :
fn(0) =0
Soit (Cp,) la courbe représentative de la fonction f,, dans un repere orthonormé (O, z_>, 7)
(unité 2cm)
0,50 pt 1 - a) Montrer que la fonction f, est continue a droite au point 0. (poser x = t™)
0,25 pt b) Etudier la dérivabilité de la fonction f,, & droite au point 0.
1,00 pt c) Calculer les limites suivantes : mgr}rloo fi(z), wginoo fo(x) , xEIJIrloo fla(f) et xgrfoo ‘fé:iaj)
0,50 pt 2 - a) Etudier les variations de la fonction f1.
0,50 pt b) Etudier les variations de la fonction fa.
0,25 pt 3 - a) Etudier la position relative des courbes (C;) et (Co).
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0,50 pt b) Construire les courbes (C;) et (Ca).
(On admet que le point A(1;1) est un point d’inflexion pour la courbe (Cs)).
Partie IT :
LA
On considere la fonction F' définie sur | — 00;0] par :  F(x) = e dt
6.’1/‘
. , (x —1)e>*
0,50 pt 1 - a) Montrer que F est dérivable sur | — co;0[ et que : (Vo < 0) : F'(x) = T
e
0,25 pt b) En déduire le sens de variations de la fonction F' sur ]
0,25 pt 2 - a) Montrer que: (Vz <0) : / filt)dt < F(x) < Lo / fi(t)
1
0,25 pt b) Vérifier que la fonction z — =z ( 1 né)) est une primitive de la fonction f; sur
'intervalle ]0; +o00].
3
. 1 _
0,25 pt c) Montrer que Igr_noo Jo= f1(t)dt = 1
3 - On suppose que la fonction F' admet une limite finie L quand = tend vers —oo.
3 3
0,25 pt Montrer que 3 <LK T
Partie III :
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : U, = / fn(x)dx
1
0,50 pt 1-a) Montrerque: (Vn>1);U,>0
0,50 pt b) Déterminer le signe de fp41(x) — fn(z) sur Uintervalle [1;e].
0,25 pt c) Montrer que : (Vn > 1) ; Upy1 < U,.
0,25 pt d) En déduire que la suite (U,),>1 est convergente.
1 1
0,50 pt 2 - a) Montrer que: (Vn>1); Upq1 = —3 + nt U,
0,50 pt b) En déduire en ¢m? I'aire du domaine délimité par les deux courbes (C1) et (C) et
les droites d’équations z = 1 et = = e.
1 1
0,75 pt 3 - Mont (v n>22); —— < U, <
p a) Montrer que : (Vn > 2) o n S
0,50 pt b) Calculer les limites lim U, et lim nU,.
n—-+o0o n——+o0o
4 - Soit a un nombre réel différent de Uj.
Vi=a
On consideére la suite numérique (V},),>1 définie par :
= 1 n+1
et pour tout entier naturel n non nul, on pose : d,, = |V;, — Uy|
n!
0,25 pt a) Montrer que : (Yn>1) : d, = Wdl
|
0,25 pt b) Montrer que : (Vn >2) : % > 3n—2
0,25 pt c) Montrer que : lim d, = 400
n—-+o0o
0,25 pt d) En déduire que la suite (V},),>1 est divergente.
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ROYAUME DU MAROC

Correction

Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

Session : NORMALE 2009

MATHEMATIQUES

0.25 pt

0.50 pt

Exercice 1 : (3 pts)

M4 (R) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

10
On rappelle que (M,(R); +; X) est un anneau unitaire dont 1’élément neutre est I, = (() 1) .

Soit F l’ensemble des matrices carrées M (x;y) de M4 (R) telles que :

Ty
M(z;y) = (0 1) avec (x;y) € R* xR
x

1 - a) Montrons que 'ensemble F est une partie stable de (M5(R); x)
Soient M (z;y) et M (a;b) deux matrices de & On a :

M(x;y)xM(a;b)—G ?)X g l1)>

‘Donc I'ensemble J est une partie stable de (M, (R); %) ‘

b) Montrons que (&; x) est un groupe non commutatif
On a & est une partie stable de (M4(R); %)
Donc x est une loi de composition interne dans F
Soient M (a;b) et M (c;d) et M (e; f) trois éléments de F
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(M (a;b) x M(c;d)) xM(e;f):M<ac;ad+IC)) x M (e; f)

d b
= M(eac;acf—l—af-i-*)
e ce

Et on a aussi :

d
M (a;b) x M (c;d) x M (e; f) = M (a;b) x M(ce;cf+ 7>
e
= M(eac;acf—i— ad + b)
e ce
Donc : (M (a;b) x M (c;d)) x M (e; f) = M (a;b) x M(c;d) x M (e; f)
C-a-d :La loi x est une loi associative dans
Soit M (eq;ey) 1'élément neutre de x dans F
< VM (a;b) € F; M(a;b) x M(eq;eq) = M(eq;eq) X M(a;b) = M (a;b)
<:>M(ael;a62+ b) = M (a;b)

e
ae, = a eg=1€eR
& b &
a62+?:b e, =0¢€R*
Alors : M(1;0) est ’élément neutre pour multiplier les matrices du groupe dans F.
Soit la matrice M (z’;y’) symétrique de la matrice M (x;y) par rapport a x dans 7.
< M(z;y) x M(2"sy") = M(2";y') x M(z;y) =1
& M(za';xy + %) = M(1;0)
1
¥=—€eR"
=N X
Y =—yeR
1
Donc chaque matrice M (z;y) admet une matrice symétrique M (—;y) par rapport a la
x

loi x dans F.

On a x non commutative car :

M (z;y) x M(y;x) = M(xy; 22 + 1)
et

M(y;x) x M(zy;y® +1)
On remarque donc que : (Vo # y);22 +1# 3% + 1

‘Conclusion :(F; x) est un groupe non commutatif.

2 - Soit G I'ensemble des matrices M(x;0) de & avec x € R*.
1 pt Montrons que I'ensemble G est un sous-groupe du groupe (F; x)
On a G un ensemble non vide de F car, contient au moins 1’élément M (1;0)
Soient M (a;0) et M(b;0) deux matrices de G
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0.25 pt

0.50 pt

0.5 pt

M(b;0) x (M(a:0)) = M(b;0) x M (1; o)

Ona:aq/:bdonc:M(g;O)eG
‘D’ofl : (G; x) est un sous-groupe de (F; x)‘

3 - Soit £ =R* x R. On munit ’ensemble F de la loi de composition interne 1 définie par :
(V(aiy) € E)(¥(a:b) € B) 5 (2:y) L (a;b) = (azsbr+ %)

. — (E;1)
et on considere 'application
¢ (M(z;y)) = (z,y)
a) Calculons (1;1) L (2;3) et (2;3) L (151)

(L;1) L (%3)=(2;3+3) =(2;2)

(2;3) L (1;1) = (2,2 + 2) = (2;5)
b) Montrons que ¢ est un isomorphisme

Soient M (a;b) et M(c;d) deux matrices de F

On a: ¢(M(C§d)XM(a5b>>:¢<M<acsbc+Z>>

= (ac; be + j)
= (¢;d) L (a;0)
= ¢ (M(c;d)) L ¢ (M(a;b))

‘Donc ¢ est un morphisme de (F; x) vers (E; L). ‘
Soit (a;b) un élément de FE

On va résoudre ’équation d’un seul inconnu M (z,y) suivante :¢ (M (x;y)) = (a;b)

©(w;y)=(a;b>@{x:a
y=>o

Donc I’équation admet une solution unique : M(x;y)
Alors : V(a;b) € E, IIM(z;y) € F; ¢ (M(z;y)) = (a;b)
D’ou : ¢ est une bijection de (F; x) vers (F; L)

‘Conclusion : ¢ est un isomorphisme de (F; x) vers (E; L) ‘

c) En déduire la structure de (E; L)

On sait que I'isomorphisme conserve la structure du groupe.
Et puisque : (F; x) est un groupe non commutatif d’élément neutre M (1;0) et chaque

matrice de M(x;y) admet une symétrique M (%, — ) pour x dans F.
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0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

Donc : (E; L) est un groupe non commutatif d’élément neutre le couple ¢ (M(1;0))

et chaque couple (z;y) admet un symétrique ¢ (M (%, —y)), tel que :

¢ (M(1;0)) = (1;0)
¢ (M(3:—y) = (i —v)

Exercice 2 : (4 pts)

Soit m un nombre complexe différent de 1.

I) On considére dans I'ensemble C ’équation d’inconnue z :
(B) : 22— (1—i)(m+1)z—i(m?>+1)=0

1 - a) Vérifions que le discriminant de Péquation (E) est : A = [(1 +4)(m — 1)]?

A=(1—4)2(m+1)2+4i(m?+1)
= —2i(m? + 2m + 1)4im? + 4i
= 2im? — 4im + 2i
= 2i(m? —2m + 1)

= (1+i)*(m—1)?

Donc A = [(1 +)(m — 1)]?

b) Résolvons dans C I’équation (FE)

Ona s, - LD+ = (1 +)0m

“a-im)]

—1)
2
(1—i)m+1)+ (1 +i)(m—1)

c) Déterminons sous forme algébrique les deux valeurs du complexe m afin que le produit

des deux solutions de I’équation (E) est égal a 1
On pose : m = re' :
2179 =1 (1—im)(m—i) =1

sSm—i—mlfi—m=1

Sm?=—1+i

o ret? = /2 (;/5 + ?z)
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23

< 3
0:§+k7r i ke{0,1}
r=/2
=
9:3—7T ou Qzll—ﬂ
8 8
mlz{ﬁeséﬁ
=

2V/2 +4 4

s 1 V242
\mQ:ﬂ(_\/m/ﬂzx—Z 4)

2- Onposez =1—imetzg=m—1

mlzx‘ﬁ( T, \@+2>

= . . 7z . \ . 7T
1 pt Ecrire z; et 2z, sous forme trigonométrique dans le cas ou m = e'? avec 5 <f<m
On pose : z; = re'®

Ona:

7y =1—im=1—¢"

=1—i(cosf +isinf)

= (1+sinf) —icosf
Ecrivons les inconnus r et ¢ en fonction de 6, tel que : (1+sinf) —icosf = rcos ¢+ icosd

rcos¢ =1+ sind
<~

rsing = —cosf

On a : (rcos¢)? + (rsing)? = r?
Donc : (1 +sinf)? + cos? 0 = 2

D’ou :
r? = 2(1 +sinf) = 2 (sing + sin@)
T 0 T 0
— 2¢in [ & + = - _Z
2( bln<4+2>COS<4 2>>
Asi (7r+6> ) (7T+0>
=4sin|—+=|sin|-+ =
4 2 4 2
0
w14
sin 1 + 5
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Donc : r = 2sin(§+g)

On remplace r par sa valeur dans la deuxiéme équation du systeme :

—cos
ZSin(g-i- g)
—0

sin ¢ =

3

cos(

~—

2sin

|~
ERE]
++ +
D D D
~— | ~—

_ sin (

—~
INE “‘

2sin

>

(SIS
ol — I —

—sin (

©la

2sin

—2si

\=|_|_

~—
(@)
@}

+
wis| A

N | w1
wm |
o

—~

S~— |~
B
[SISS)
S~—

+ B
NID Ny

—R cos (

IS
SN—
[9))
b o)
=

S

[\
wn
o
S
INE
I

De la méme maniére, on pose : z, = re'?
Ona:zy=m—i=ce? —i=(cosh)+i(sinf —1)

Ecrivons les inconnus r et ¢ en fonction de 6, tel que : rcos ¢ + irsin ¢ = cos 6 + i(sinf —1)

cosf =rcos¢
<~

sinf —1=rsing¢
On a : (rcos¢)? + (rsin¢)? = r?
Donc : cos? 0 + (sinf — 1)% =72
Alors :12 = 2(1 —sin6)
Dot : 2 = 2(1 + sin(—0))
D’apres la premieére partie de la question, on sait que :
2(1 +sinf) = 4sin® (F + 9)
Donc : 2(1 + sin(—#)) = 4sin? (g — g)
D’ou : r? = 4sin? (3 — g)

Alors : 7 = 2sin(§ — g)
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0.5 pt

0.5 pt

On remplace r par sa valeur dans la deuxiéme équation du systeme et on a :

B cos 6
0= Sein (2 1)
_ —cos(m—0)
B 281n(§—%>
—sin (5 +6)
~ 2sin ﬂ—g)

Dol : ¢ = (

%ﬂ'
Alors : zy, = (2 sin(

IT) Le plan complexe () est rapporté & un repeére orthonormé direct (O;é€};é;)

On considere les points M , M, et M, d’affixes respectivement m; z; =1 —im et 2o =m —1¢

1 - Déterminons I’ensemble des points M pour lesquels les points M , M, et M, soient alignés
On a M et M, et M, sont alignés < M € (M;M — 2)
Z1—m
1 €R
Zy — M
1—tm—m

<~

eR

m—1—m
Si+m—imeR
Sty +ily—z+1)eR
On pose : m =z + 1y Sy—xr+1=0

sSy=xz—1

‘ Donc : ’ensemble des points M est une droite d’équation : y =z — 1

2 - a) Montrons que la transformation R reliant chaque point M d’affixe z au point M’ d’affixe
2/ =1 — iz est une rotation dont on déterminera affixe de son centre Q et une mesure
de son angle
Ona:z'=1—iz

Ecrivons cette équation sous la forme : 2’ = ¢?(z — w) + w tel que w € C

Ona:
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0.5 pt

0.5 pt

b)

c)

Donc :

- 1 ) 1 7
Al 2 =e2 — - - _ =2
orS : 2 €z (z 2+2)+<2 2>

1 4 —
Donc la transformation R est une rotation de centre 2 (5 — §> et d’angle -

29 — 2
Montrons que le nombre complexe —2—-%
Zg —
Re(m) +Im(z) =1

On pose : Re(m) =z et Im(m) =y et m = x + iy

274 est imaginaire pure < (ZQ —z1> = — <22 _Zl)
Zg —M Zo —M Zg —M
m+i—1—im m—i—1+1im
i B i

Sx—iy)+i—1—i(zr—iy) = (z+iy) —i— 1+ i(z +iy)
& 2z + 2 — 2iy = 0
Szrty=1
< Re(m) +Im(m) =1

Donc : 22— 21 gt imaginaire pure si et seulement si Re(m) + Im(m) =1

Zg —M

Déduisons I’ensemble des points M tel que les points Q2 , M, M, et M, soient cocycliques

On a les points €2 et M et M, et M, sont cocycliques :
29 — 2 2y — 2
< arg (2 1) =arg (2 Q)
Zg —M 2y — Zq
(1
29 — % —i(5—5—m
Etona:(2 Q)z 1(2i2 >:—i
%2 T *q (z—5-—m)

Z9 T ZQ . ..
Donc : [ ——— ] est un imaginaire pure.
29 T ZQ

s 29 — 24 . . ..
D’ou: | =——— | est aussi un imaginaire pure.
Zyg — M

2

< Re(m) +Im(m) =1
Sy=—x+1

est un imaginaire pure si et seulement si

Donc l'ensemble de points M tel que Q et M et M, et M, sont cocycliques, est
une droite (A) d’équation : (A):y = —x + 1.

Exercice 3 : (3 pts)

1 - a) Pour tout n entier naturel non nul, on pose :

a, =27+ 3" + 6" —1

Vérifions que pour tout n de IN* | a,, est pair :
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a, =2"+3" +6" — 1

= (2" —1)+3" (1 +2")

Etona:3=1[2]et 2=0][2]
Donc : 3" = 1[2] et 2" = 0[2]

D’ou : 1=l @ et 3" =112] (3)

2" +1=1[2] (2)
De (2) et (3),ona:3"(1+2")=1]2] (4)

Et de (1) et (4),ona: (2" —1)+3"(1+2") =2]2]
Alors : (2" — 1)+ 3" (1+2") =0]2] puisque : 2 = 0[2]
Donc : a,, = 0[2]

‘D’oﬁ : Vn € N*;q,, est pair.‘

b) Déterminons les valeurs de n pour lesquelles : a,, =0 [3]
Ona:a, =2"4+3"43"2" -1

Donc : a,, =2" (3" +1) (3" —1)

Or :3=0][3] Donc : 3" =0[3]

Alors: (3" —1)=—1[3] (5) et (3"+1)=1[3] (6)
De (5) et (6), on obtient : 2™ (3" + 1)+ (3" — 1) = 2" — 1[3]
Alors : a,, = (2" — 1) [3] (7)

Finalement, on a : 2= —1[3] donc: 2" =(—1)"][3]
Ciad: 2 =1 = ()"~ 1)[3 ()

De (7) et (8) on déduit que : a, = (—1)" — 1[3]

Pour n pair, on obtient : (—1)** —1 =10

‘D’Ofl :a, = 0[3] ‘

Et pour n impair, on obtient : (_1>2k+1 —1=-2

‘D’oﬁ s a, = —2[3] ‘

2 - Soit p un entier premier tel que : p > 3

a) Montrons que: 2P~ =1[p], 37! =1[p]et 6P =1 [p]
En appliquant le Théoréme de Fermat deux fois on a :

p premier
= 2r—1 = 1[p| (1)
pA2=1
et
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b)

p premier
= 3P~ =1[p) (2)

pAI=1
On multipliant (1) et (2) cote a cote et on obtient : 3771.2P1 = 1[p]
1

Donc : 677! = 1[p]

Montrons que l'entier p divise a,,_

Ona: 2P~ =1[p] donc: 3.2P71 = 3p] (1)

On a aussi : 3" = 1[p] donc : 2.377! = 2[p] (2)

Et on a encore : 6P~ = 1[p] donc : 6.6P 2 = 1[p] (3)
Et on sait que : —6 = 6[p] (4)

On ajoute (1),(2),(3) et (4) cote a cote et on obtient :

< 271 4 23p—1+46.6"2—6 = 0[p]
< 627724 6.372 + 6.6 2 — 6 = 0[p]
S 62024+ 372 4672 1) =0[p|
< 6(a, o) =0[p]

& p/6(a, ) (5

Décomposons le nombre 6 en facteurs premiers : 6 = 2! x 3!

Or:6Ap=1 (6)

De (5) et (6) on déduis selon Gauss que : p/a, o

Montrons que pour tout entier naturel ¢, il existe un entier naturel non nul n tel que :
a, N\ q=q (a, N\ q désigne le plus grand commun diviseur de a,, et q)
Soit ¢ un nombre premier, on a trois cas pour le nombre ¢ :

Cas1:sig=2:

Donc, d’apres le résultat de la question 1-a) : (Vn € N*):2/a,, ‘D’oﬁ :(GneN*):a, Nqg= q‘

Cas 2:sig=3:

Donc, d’apres le résultat de la question 1-b) : (Vn € IN*) : 3/a,, ‘D’oﬁ (FnelN):a, Nqg= q‘

Cas 3:sig>3:

Donc, d’apres le résultat de la question 2-b) : (Vg > 3) : ¢/a, o ‘D’ofl :(GFnelN*):a, Nqg= q‘

Conclusion : on conclus de ces trois cas que : (Vg € P),(3n € N*) : a,, ANqg=gq. ‘
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Exercice 4 : (10 pts)

Soit n un entier naturel non nul.

fol@)=2(1—1In(x))" >0

On considere la fonction f,, définie sur I'intervalle [0; +o0o[ par :

fn(0)=0
PARTIE T

Soit (C,,) la courbe représentative de la fonction f,, dans un repére orthonormé (O, v ,7)

(unité 2¢m)

1 - a) Montrons que la fonction f,, est continue a droite au point 0. (poser z = t")

0.5 pt On pose : ¢ =t" d’ou:lnx=nlnt
Donc : t = el
On a:
limf, (z) = limz(1 — Inz)"
e 0
=limt"(1 —nlnt)"
o
= lim(t —ntlnt)" =0= f,(0) car: limt=0 et limntlnt=0
o o o
‘Donc f,, est une fonction continue a droite de 0. ‘
b) Etudions la dérivabilité de la fonction f, & droite au point 0
— fn(0
0.25 pt lim (‘M) =lim(l —Inz)” =400 ¢ R
] z—0 ]
‘Donc f,, est non dérivable a droite en 0. ‘
c) Calculons les limites suivantes : lim f;(z), lim fy(z), lim hiz) et lim ()
Tr—+00 r——+00 T——+00 X T—+00 €T
1 pt Ona:
( 2(2 )> = lim (1—1Inz)? = +o0
zﬁ+oo €T T—r+00
. . 2 _
A f2(®) = L w1 = Ina)” = +eo
lim ( 1 )>: lim (1—Inxz)=—00
r—+00 T—+00
0.5 pt
2 - a) Etudions les variations de la fonction f;
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0.5 pt

Ona: fi(z)=2z(1—Inzx)

’

Donc : fi(@)=(x—znz)
=1—(lnz+1)
=—Ilnx

D’ou f; s’annule en 1.
e Siz>1alors: fi(z) <0
e Siz<1alors: fi(z) >0

On déduire donc le tableau des variations suivant :

T 0 1 e 400
1(z) + 0 - -
1
il / \0
0 \ —00

b) Etudions les variations de la fonction f,

On a:

fi(@) = (z(1—Inz)?)’

2z

= (1—1Inz)? x(l_lnm)
=(1—Inz)2—2(1 —Inx)
=(1—Inz)(l1—Inz—2)

=(1—Inz)(—1—1Inz)

On remarque que : f; s’annule en % et e, d’ou le tableau de variations suivant :

T 0 E e +00
e
1—Inz + + 0 -
—1 —Inx + 0 - -
5 () + 0 - 0 +
4 +00
f2 / e \ /
0 0
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0.25 pt

0.5 pt

3 - a) Etudions la position relative des courbes (€;) et (C,)

On a:
fi(@) = fyx) =2(1 —Inz) — (1 —Inz)?
=z(l—Inz)(lnz)
T 0 1 e +00
Inx - 0 + +
(1 — Inxz) + + 0 -
(1 —Inz)(lnx) - 0 + 0 -

’Donc (C,) est en dessous de (C,) sur [1;€] et () est au-dessus de (C,) sur [0;1] et [e; —i—oo[‘

b) Construisons les courbes (€C;) et (C5)
(On admet que le point A(1;1) est un point d’inflexion pour la courbe (C5))
Les courbes (€;) et (C) :

— 0 o
| |
\
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PARTIE IT
" A
On considere la fonction F' définie sur | —oo;0] par :  F(z) = T dt
- , (r —1)e?®
1 - a) Montrons que F est dérivable sur | — 0o;0[ et que : (Vx < 0) : F'(z) = g
e xX
0.5 pt On a la fonction : z LQC)Q continue sur |0, +00]
1+z
Donc elle admet une primitive ¢ tel que :
F) = o) () ot ()= 10
‘ Alors : F est dérivable sur | — oco; 0] ‘
On a:
F'(z) = (¥(1)) = (&(e"))’
=0—e"y (&)
_ —e" fy (e”)
1+ e
(z—1)
1 +e2
—1)e?
Donc: (Va <0) : F'(g)= 22"
onc : (Vz <0) () T+ e%
b) Déduisons le sens de variations de la fonction F sur | — oo; 0]
. (x —1)e®
0.25 pt On a: (v.’If < 0) : F/<2.’L'> = W
‘ (x—1)e**
Donc le signe de F’(z) dépend uniquement du signe de (x — 1)
Etona:z<0=2<1 donc:z—1<0 d’ot: F'(z) <0
‘ Donc F est décroissante sur | ‘
1 1
2 - a) Montrons que : (Va <0) : / fi(t) ) < 1T e /ez fi(t)dt
Soit t € [e”;1] tel que : < 0
0.25 pt Alors : e <t < 1
MTM-Group (MathsForBac) 14/20 Option SM A & B
\




Session : NORMALE 2009

Sl+ef<14+1t2<2

< 1 < 1
2 1412 " 14e?

@30 < {4 < i

o [ e [ (20 o [ (A )

Donc : / fit)dt < F(x 1—1—629”/ fi(t) (*)
In(z)

| =

<~

0,25 pt b) Vérifions que la fonction z +— z2 (4 - ) est une primitive de la fonction f; sur
'intervalle |0; +o00]
Ona:
(25 () o (3)
4 2 B 4 2 2z
3z | x
=——zlhz——
2 2
=z(1 —Inx)!
= fi(=)
. 5 (3 Inz .
Donc la fonction : z — x 1 2 est une primitive de f; sur |0; +o0]
0,25 pt ) Mont li flf(t)dt—§
,25 p c ontrons que lim [ f; =1
Ona:
1 1
3 Inx
—|e2(2_ 22
Chia= |2 (1257
€ er
3 op (3 T
—1 ¢ ( i 2 )
3 3e2®  ge®
4 4 2
Puisque : lim €** =0t =0 et lim ze?* =0~ =0
T——00 T——00
1 2z 2z
3 e ze 3
D b t)dt = i = — -2
onc m_lf_noo/z fi(t) m_1>1_1100<4 1 + 5 ) 1
3 - On suppose que la fonction F' admet une limite finie I quand x tend vers —oo.
3 3
0,25 pt Montrons que 3 S <LK 1
A partir de ’encadrement () de la question 2-a),ona: = / fi(t)dt < F(z 1 1T oo / f1(t)
e
MTM-Group (MathsForBac) 15/20 Option SM A & B




Session : NORMALE

2009

(1! . . I
Donc : lim (2 /ez fi (t)dt) < wE@wF(x) < lim (1 o /ET fi (t)dt)

3 3
Alors : - <l < —
ors 3 << 1
PARTIE TIT
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : U, = / fn(x)dz
1

1- a) Montrons que: (Vn>1); U,

n

=0

0,50 pt Soient 1 <w<e et n>1
Donc:0<Ilnz<1 dou:(1—Inz)>0
Alors : (1 —Inz)"” >0 donc: /e fu(x)dz >0
1
‘D’Ofl t U, > O‘
b) Déterminons le signe de f,.;(x) — f,, () sur intervalle [1; €]
0,50 pt On a:
Fas (8) = o) = (1 — Inz)™ — (1l z)"
=z(l—Inz)"(—Inx)
Puisque : 1 <z <e Alors: (1—Inz)>0 et —Ilnz<0
Donc : f,.1(x) — f,(x) <0
Dou: f,,(z) < f,(z)
c) Montrons que: (Vvn>1); U,,; <U,
0,25 pt Puisque : Va € [1ye]; f,.1(x) < f,(2)
Alors : / fop(z)de < /
‘Doﬁ P Uy S Uy,
d) Déduisons que la suite (U,,),»; est convergente
0,25 pt Ona: u,,; <u, donc: (u"+1>n21 est décroissante.
Etona: (Vn>1);u, >0 donc : (un+1>n21 est minorée par 0.
2 - a) Montrons que: (Vn>1);U, ;= —% + nTﬂUn
0,50 pt On a:
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0,50 pt

0,75 pt

3 - a) Montrons que : (Vn > 2);

/1 fan (@

/ (1 —Inz)" dx (on pose : v’ =z et v=(1—1Inz)")
1

20 mare] D [ () 0

1

1 1 €
:24—(”_2'_ )/1 z(l—Inz)"dx
-1 (n+1)
2
—1 1
D’oﬁ:(Vnzl);un+1:2+(n2+)un

b) Déduisons en cm? I'aire du domaine délimité par les deux courbes (€;) et (C,) et les
droites d’équations x = letx =e¢

Le domaine § dont on cherche & calculer ’aire, est définie par :

" (o) — fi(0))da

- /1 fz(:c)d:c—/le fi(z)dz

= |u; — uy|

—1 1
Etona:unH:Q—i-(n;— >un

2

. f1+1 e2 1 e2 3

e =—+z|l=—z]|=—-

=5 To 2 2 11
2

etu2:7+i_7_7:7_7

> 3 AT
Alors : 8 = |uy —uy| = (64 — 4) — (Z — 4) = §(um'té)2

Puisque : ||i| = ||j] = 2em  donc : unité = 2em  Alors :(unité)? = dem?

1
Finalement : § = i(unité)2 = 2cm?

On a d’apres ce qui précedent : 0 < u,,
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0,50 pt

-1 (n+1)
D 0< —
onc S5 + 2 n
oy Lot 1)
Dou:§§ 5 U,
1
Donc : i) U, (1)

Et on a aussi : u, ., <wu,

Donc :

1 1
De (1) et (2) on déduit que :(Vn > 2); 1 <u, < (3)
n

b) Calculons les limites lim U, et lim nU,
n—-+oo n—-+oo

On a d’apres I'encadrement (3) :(Vn > 2); —— < u, <
n

Ona:lim( 1 )zlim( L )zO
n—oo \n + 1 n—oo \ N — 1

Donc d’apres I'encadrement (3) on déduit : lim w,, =0
n—oo

1
Etona: lim | —— | = lim | —= | =1
1+ — 1——
n n
Donc d’apres 'encadrement (4) on déduit : lim nu,, =1
n—o0

4 - Soit @ un nombre réel différent de U; .

On consideére la suite numérique (V,,),,~; définie par :

1 n+1

Vi1 =75+

et pour tout entier naturel n non nul, on pose : d,, = |V, — U, |

V,; (Vn>1)
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|
a) Montrons que : (Vn>1) : d, = 2:}—_1 1
0,25 pt Soit n>10On a :
dn = ’vn - un’

—1 n n L 1 n

=|—+ —-v —— —u

2 2 n—1 2 2 n—1

n

= §|Un—1 + un—1|

Donc :

Up — un‘ - Un—1 + unfl’

v
() () (5

DO |

n

S

n!
Dou: (Vn>1);d, g1
n!
b) Montrons que : (Vn >2) : ) > 32
n!
0,25 pt Démontrons que : (Vn > 2); 5} > 32
2!
Par récurrence, on a pour n =2 : 3 > 30
|
On suppose que : (Vn > 2); e > 3n—2

1! !
:(nJ; "
Puisque : n > 2 Alors: (n+1) >3

On a

Dot : (n+1)372 > 3.3n2 alors : (n+1)"2 > 371

1! !
Donc : (n—|2— ) > 3(n+1)=2 Dot : (Vn > 2); % > 32
c¢) Montrons que :  lim d,, = +o0
n—-+00
0,25 pt On a:
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|
(Vn > 2); % > 372 &l > 3722

3n72.2n71
2n72

n! 3\" 2
< > | =
2n72 - (2)

n—2
&d, > @) d,

& nl >

n—2
e . . N , ] e 3
Puisque : <§> est une suite géométrique de raison 5> 1

T—00

3 n—2
Alors : lim <§> = 400

Donc: limd, = +o0
Tr—00

d) Déduisons que la suite (V,,),»; est divergente
0,25 pt Ona:d, =|v, —u,]
On suppose que (Un)n> 1 est convergente.

On sait que (u,,) _, est convergente.

n>2

Donc : (d,,), ., est convergente.

Or, d’apres la question 4-c) : d,, — +00

Donc, par absurde, on déduit que (vn)n> , est divergente.

FIN
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Examen du Baccalauréat session Rattrapage 2009

Exercice 1 : (3,00 pts)

On rappelle que (M3(RR); +; X) est un anneau unitaire non commutatif et non inteégre dont le zéro
est la matrice nulle 0 et dont I'unité est la matrice identique Is et que (Ma2(R);+;.) est un espace

vectoriel réel.
a

b
, et soit V= {Myyp / (a;b) € R*}
4 a

On pose pour tous réels a et b: M) = (

0,75 pt 1 - Montrer que V est un sous-espace vectoriel réel de I’espace vectoriel réel (Ma(R);+;.)
et déterminer une base de V.
0,25 pt 2 - a) Montrer que l'ensemble V' est une partie stable de (M2(R); x)
0,50 pt b) Montrer que (V;+; x) est un anneau commutatif unitaire.
0,25 pt 3-a) Calculer M 1 1\ XM/1 1\-
GG

0,25 pt b) L’anneau (V;+; x) est-il un corps?

4 - Soit X une matrice de I'ensemble V telle que : X = (Zb b) avec (a;b) € R?

a
0,50 pt a) Montrer que X2 — 2aX + (a? — 4b*)I5 =0
b) On suppose que a? — 4b? # 0

0,50 pt Montrer que la matrice X admet un inverse dans V' qu’on déterminera.

Exercice 2 : (4,00 pts)

Soit u un nombre complexe différent de (1 — 7).

0,25 pt 1 - a) Développer (iu — 1 —1)2.
0,75 pt b) Résoudre dans C I’équation d’inconnue z :(E) : 22 —2(u+1—i)z +2u? —4i =0

2 - Le plan complexe (P) est rapporté a un repere orthonormé direct (O, 17, 7)

Soient les points A ((1 +i)u — 2i), B((1 —i)u+2), U(u) et (2 — 2i)
0,50 pt a) Déterminer l'affixe du point I le milieu du segment [AB], puis déterminer le vecteur de
la translation ¢ qui transforme U au point I.

0,50 pt b) Soit R la rotation de centre Q et d’angle —g. Montrer que R(A) = B.
0,50 pt c) En déduire que les droite (2I) et (AB) sont perpendiculaires.
0,75 pt d) A partir du point U , expliquer une méthode de construction des points A et B.

3- Onposeu=(l+i)a—2itelque:aeR
0,50 pt a) Déterminer les affixes des vecteurs ﬁ et ﬁ en fonction de a.
0,25 pt b) En déduire que les points A, B et U sont alignés.
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Exercice 3 : (3,00 pts)

n un entier naturel supérieur ou égal a 4.
On a trois urnes Uy, Uj et U.
) 3
L’urne U; contient une boule rouge et (n — 1) boules noires.
L’urne Us contient n deux boules rouges et (n — 2) boules noires.
L’urne Us contient n trois boules rouges et (n — 3) boules noires.
On considere 'expérience aléatoire suivante :
On choisit aléatoirement une urne parmi les trois urnes précédentes, puis on en tire simultanément
deux boules.

Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules rouges tirées.

0,25 pt 1 - Déterminer les valeurs possibles de la variable aléatoire X.
8
0,75 pt 2 - a) Montre ePIX=2=——F——
4(3n —1)
0,75 pt b) Mont PX=1=—1—<~
p ) Montrer que P| ] Sn(n—1)
0,50 pt c¢) En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
0,75 pt 3 - Sachant que les deux boules tirées sont rouges , quelle est la probabilité pour
qu’elles proviennent de 'urne U3 ?
Exercice 4 : (10,00 pts)
On considere la fonction g définie sur R* par:  g(x) =2(1 —e %) —x
0,50 pt 1-a) Etudier les variations de la fonction g
0,50 pt b) Dresser le tableau de variations de la fonction g.
0,50 pt 2 - a) Montrer que I’équation g(z) = 0 admet une solution unique « de lintervalle |In(4); In(6)][.
(On prend In(4) ~ 0,7 et In(3) =~ 1,1)
0,50 pt b) Etudier le signe de g(z) sur R*.
Upy1 =2 (1 - e_U"> ; (Yn e N)
3 - On considere la suite numérique (U, ), >0 définie par :
Uy =1
0,50 pt a) Montrer que: (YneN) ; 1<U, <a.
0,25 pt b) Montrer que : (Vn € IN) ; Upy1 — Uy, = g(Uy).
0,25 pt c) Montrer que la suite numérique (Upy),>0 est strictement croissante.
0,50 pt d) Montrer que la suite (Uy),>0 est convergente et calculer lim U,,.

n—-4o0o
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Partie II :
1—e®
On considere la fonction f définie sur R} par:  f(z) = 26
x
— —
et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O, 1,7 )
) e . . @)
1,00 pt 1 - Calculer les limites : xlg(r)l+ f(z) et mll)rfm f(z) et xll)rfm .
1
0,50 pt 2 - a) Vérifi : = —
p ) Vérifier que : f(«) alo—2)
0,75 pt b) Montrer que : f'(z) = g(i# pour tout x de R%, puis dresser le tableau de variations
de la fonction f.
0,50 pt 3 - Tracer la courbe (Cy). (On prend o = 1,5)
Partie 111 :
On considere la fonction F' définie sur I'intervalle [0; +-o00[ par :
20 1 _ 6t
Fz) = / —Sdt (o> 0)
xT
F(0) = —1In(2)
0,50 pt 1 - a) En utilisant une intégration par parties, montrer que :
2z T 2z ot
et -1 e* -1 e
Vr>0) F(x)= - - / —dt
(V2 >0) Flz)=— . 3
2z ot
0,50 pt b) Montrer que pour tout z de |0;+oo] :  €”In(2) < / ?dt < e**1n(2)
2z ot ’
0,50 pt c) Calculer la limite 111((1)1+ ?dt puis en déduire que F' est continue a droite au point 0.
T— T
1—¢”
0,25 pt 2 - a) Montrer que pour tout = de |0;+o00[:  F(z) < 5
x
0,25 pt b) Calculer la limite lim F(x).
T—+00
0,50 pt 3 - Montrer que la fonction F est dérivable sur ]0; +oo[ et que :
1 /e®—1)\2
Vo >0) ; Fl(z) = —=
(2> 0) s Flo) = —3 (“)
4 - a) Soit z un réel de l'intervalle |0; 00|
1
0,75 pt Montrer qu’il existe un réel ¢ de Uintervalle ]0; [ tel que : F(z) — F(0) = —ierC
(Utiliser le théoréme des accroissements finis deux fois)
1 F(x)— F(0 1
0,25 pt b) Démontrer que pour tout x de l'intervalle |0; +o00] : —5627” < (z) ©) < 3
x
1
0,25 pt c) En déduire que la fonction F' est dérivable & droite au point 0 et que : Fj;(0) = —5
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Exercice 1 : (3 pts)
On rappelle que (M4(R);+; x) est un anneau unitaire non commutatif et non integre dont le zéro est
la matrice nulle 0 et dont 'unité est la matrice identique I, et que (M4(R);+;.) est un espace vectoriel
réel.
a b
On pose pour tous réels a et b: M, = ( ) , et soit Vo= {M4 / (a;b) € R?}
’ 4b a ’
0,75 pt 1 - Montrons que Vest un sous-espace vectoriel réel de ’espace vectoriel réel (M,(R);+;.)

et déterminons une base de V.

0 0
OnaV#@carO2:M<0;0>:< )EV.
0 0

Soient M, et M.,4) deux matrices de Vet soient = et y deux réels, on a :

a b c d
M ap) + yMq) == Ty
4b a 4d ¢
ra xb c yd
_ n Y )
4xb xa dyd yc
rxa+yc xb+yd
4(xb+yd) za+yc

M(:ra+yc;xb+yd) ev

Donc Vest un sous-espace vectoriel réel de I'espace vectoriel réel (M, (R); +;.).

10 0 1
On pose : I, = et J = . Soit M, de V'
01 4 0 ’

a b 1 0 0 1
Ona: My = =a- +b- =al +bJ
’ 4 a 01 4 0
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0,25 pt

0,25 pt

Donc : (VM(a;b) € V) (3(asb) € R?) 3 M,y = al +bJ
Ce qui signifie que (I;J) est une famille génératrice du R-ev V. (1)

. i z 0 0 y 0 0
Soient x et y deux réels,on a: zl+yJ =0, < + =
0 =z 4y 0 0 0

=0 2)-00)

Alors (I;.J) est une famille libre du R-ev V. (2)
Par suite de (1) et (2), la famille (I;J) est une base de 1’espace vectoriel réel J.
Ainsi:  dim(V) = 2.

2 - a) Montrons que I’ensemble V est une partie stable de (M,(R); x)

01 01 4 0
Tout d’abord, ona: J2=JxJ= X =
4 0 4 0 0 4

Donc : J? =41,

Il

.
N
S =
= o
v

Il

.

o

Soient M., et M,,, deux matrices de V, on a :

Mgy X Mgy = (@ Iy +b-J) X (x- Iy +y-J)
=azx-Iy+ay-J+bx-J+by-J?
=azx-Iy+ay-J+br-J+4by-I, (J2=4-1,)
= (ax + 4by) - I, + (ay + bx) - J

= M(ax+4by;ay+bx) eV

Donc : ¥ (Mg Miyuy)) € V25 Mgy x My, €V
D’oti:  l’ensemble Vest une partie stable de (M4(R); x).

b) Montrons que (V;+; x) est un anneau commutatif unitaire.
Sachant que V est un sous-espace vectoriel réel de (M,(R);+;.), on déduit que (V;+; x) est
un groupe abélien.
Et puisque V est une partie stable de (M4(R); X), et comme (M4(R);+; X) est un anneau
unitaire d’unité de I, = My,q).

On déduit que la loi x est associative et distibutive par rapport a la loi + dans V avec la

10
matrice I, = eV
01

Etona: V <M(a;b); M(w;y)) evVv?:

Miazp) X Mzy) = Maoiabyaysve) = Mizaragbiyarar) = M) X Mgy
Donc la loi x est commutative dans V.

D’ou (V;+; x) est un anneau commutatif unitaire.
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0,25 pt 3-a) Calculons M, | |\ xM,q{ {\-
676
Ona: M 1\ XMy =Mq 1 1y 1111 71\ =Moo =0
——— - —Xx—+4| —— | x—;=x—+=—x| ——
(2 4) (24) (22 (4)4242(4))
0,25 pt b) L’anneau (V;+; x) est-il un corps?
On sait que tout corps est nécessairement un anneau integre.
Or d’apres la question précédente, Panneau (V;+; X ) n’est pas integre.
D’ou (V;+; x) n’est pas un corps.
a b
4 - Soit X une matrice de I’ensemble V telle que : X = ( ) avec (a;b) € R?
4b a
0,50 pt a) Montrons que; X2 —2aX + (a® —4b?)-1, =0
Ona: X=Mg,,=aI,+b-Jet J? =41,
Donc: X2 —2aX + (a2 —4b?)-I,=(a-Iy+b-J)> —2a(a-I,+b-J) + (a? —4b?) - I,
=a% I, +b% - J?+2ab-J —2a® - I, — 2abJ + (a® — 4b?) - |
= (a® + 4b? — 2a® + a® — 4b?) - I, + (2ab — 2ab) - J
= (ax +4by) - I, + (ay + bx) - J
D’ou le résultat.
b) On suppose que a? — 4b* # 0
0,50 pt Montrons que la matrice X admet un inverse dans V qu’on déterminera.

Ona: X?—2aX+ (a®> —4b?) I, = Oy <= X? —2aX = (40> —a?) - I,

X—2a-1
¢ 2):12 (4b2 — a2 # 0)

X - =4
<~ ><< 12 — a2

Ih+b-J—2a-1
<:>X><<a Qsz_Ja2a 2):12 (40> —a® #+0
_a‘12+b'J

<:>X><< TR >212 (4% — a® #+ 0)

<':>X><M< 4 b >212 (4b2 — a2 + 0)

4% — a2 4b2 — a2
Par suite la matrice X = M, admet un inverse dans V qui est définie comme suit :

4b% — a2 4b2? — a2

X_le( —a b )EV
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0,25 pt

0,75 pt

0,50 pt

0,50 pt

Exercice 2 : (4 pts)

Soit u un nombre complexe différent de (1 — 7).
1 - a) Développons (iu—1—1)2.
Ona: (u—1—14)2=(iu—(1+1i)>
= (iu)? — 2iu (1 +1) + (1 +1)°
= —u? 4+ u(2—2i) 4+ 1+ 2 + 42
= —u? 4+ u(2—2i)+2i
b) Résolvons dans C I’équation d’inconnue z :(E) : 22 —2(u+ 1 —1i)z + 2u? — 4i = 0.
Ona: A=(=2u+1-1)”—4(2u? - 4)
=4 (u?+2u(l—1i)+ (1 —i)?) — 4 (2u® — 44)
=4 (v +2u(l —i) + 1 — 20+ 4% — 2u® + 44)
=4 (—u? +u(2 — 2i) + 2i)
=4(iu—1—1)?
= [2(iu—1—14)]?
On pose: §=2(>iu—1—1)
Donc : A = §? # 0, par suite I’équation (E) admet deux solutions complexes et distinctes
7y et zy définies par :
2u+1—-9)+d 2u+1—i)+2(iu—1—1)

2u+1—i)—6  2(u+1—1i)—20%iu—1—1)
2 a 2

2 - Le plan complexe () est rapporté a un repére orthonormé direct (0,17, F)

Soient les points A ((1 +4)u —2i), B((1 —i)u+2), U(u) et Q(2 — 29)
a) Déterminons l’affixe du point [ le milieu du segment [AB], puis déterminer le

vecteur de la translation ¢ qui transforme U au point I.
1+du—2i+(1—1 2
_zA—;zB_( +1)u z;—( i)u+ w41

Soit £ le vecteur de translation ¢, on a : t(U) =I<={=UI

on a l'affixe du point I est : z;

<:>Zg:2‘m
@ZZ:ZI—ZU
Syuy=u—i+1—-u

<:>Z€:1—’L'

Ainsi : | £(1—1) est le vecteur de la translation ¢.

b) Soit R la rotation de centre 2 et d’angle —g. Montrer que R(A) = B.
Déterminons tout d’abord I’écriture complexe de la rotation R.

Soient M(z) et M’(z") deux points du plan complexe () tels que : R (M) = M’
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0,50 pt

0,75 pt

d)

Ona: R(M)=M <2 —z5=e7 (z2—2q)
=2 =—i(z—(2—2i) + (2—29)
= =—iz+20+2+2—-2i

=2 =—iz+4
Donc: R(M)=M' <=2 =—iz+4

Etona: —izy+4=—i((1+du—2i)+4
=(1—-du—2+4
=(1—du+2
=25

Par suite : ’zB:—izA+4<:>R(A):B‘

En déduire que les droite (2/) et (AB) sont perpendiculaires.

o
3

Ona: R(A)=B<zp—zg=¢€ 2 (24— 2q)
— ii_ig =e 7 (24# 29)
2|
= FAT R
arg (zj : ZZ) = arg <e_%) [27]
o=
=1
R
(m,ﬁ) = ——[27]
o=l =ea
—
(QA;@) = —— [2n7]
QA =QB
<~
(ﬁ,ﬁ) E—%[Zﬂ]

< (2 A B est un rectangle triangle et isocele en )

Et comme I est le milieu du segment [AB] et d’apres la définition de la médiatrice d’un
segment, on déduit que la droite (£2) est la médiatrice du segment [AB]

Dou: |(Q21) L (AB)

A partir du point U , expliquons une méthode de construction des points A et B.
La construction des points A et B passe par plusieurs étapes :

I. A partir du point U, on construit le point I en utilisant la relation : ¢ (U) =1 < {=UI
II. On dessine la droite (D) passant par la point I et perpendiculaire & la droite (Q2I).

III. D’apres la question précédente on a : (1) L (AB)

Donc nécéssairement A et B appartiennent a la droite (D).

QAB est un triangle rectangle et isocele en Q2 et I est le milieu de '’hypothénus

Eton a:

[AB]

MTM-Group (MathsForBac)
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Donc: QI =QA=QB

Par suite A et B appartiennent au cercle (€) de centre I et de rayon Q1.

Alors on trace le cercle (€) et on prend les deux points d’intersection de (€) et la droite
(D).

Par exemple on prend : w = 2+ i et on obtient la figure suivante :

R

A

R
3 - On pose u=(1+1i)a—2itel que:a€R.
0,50 pt a) Déterminer les affixes des vecteurs AB et AU en fonction de a.
On a 245 = 2B — %A
=((1=dDu+2)—((1+i)u—2i)
=—2iu+2+2
=—-2i(1+d)a—20)+2+2i (u=(141i)a—2i)
=—2ia(l4+i)—4+2+2i
=2(i—1—ia(l+1))
=2(i—1—a(i—1))
=2(i—1)(1—a)
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0,25 pt

etona: zgm=2y— 24
=u—((1+i)u—2i)
=1+i)a—2i—(1+i)u+2i (u=(1+1i)a—2i)
= (1+i)(a—u)
=(1+1i)(a—(14+1i)a+ 2i)

=(1+1) (20— ai)
=i(14+14)(2—a)
=(i—1)(2—a)

Donc: |zzp=2(—1)(1—a)et zq5=(i—1)(2—a)

(
(
)
(

b) En déduire que les points A, B et U sont alignés.

Avant de répondre a cette question, il faut tout d’abord remarquer que :
uFEl—iscu=14+a—2i#1l—i<s (1+ia+1+isa#+l

Doncona: z4;=(i—1)(2—a)

=2—-a)(i—1)

_ (2—a) , _
—m2(1—a)(1—1),(a%1)
B (2—a) .

- 2(1—a) 4B

=k.agp; k= 2((21—_2) eR

Ainsi : 245 = k.zyp <= AU = k.AB

ce qui signifie que les trois points A, B et U sont alignés.

Exercice 3 : (3 pts)

n est un entier naturel supérieur ou égal a 4.

On a trois urnes U,, U, et Uy

L’urne U, contient une boule rouge et (n — 1) boules noires.
L’urne U, contient deux boules rouges et (n — 2) boules noires.

L’urne U; contient trois boules rouges et (n — 3) boules noires.

n—1 n—2 3 n—
J &) J J @ @D
Urne U, Urne U, Urne U,

On considere 'expérience aléatoire suivante :

On choisit aléatoirement une urne parmi les trois urnes précédentes, puis on en tire simultanément deux
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boules.

Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules rouges tirées.

0,25 pt 1 - Déterminons les valeurs possibles de la variable aléatoire X.

Quand on tire simultanément deux boules d’une des trois urnes, on a trois possibilités :
e Tirer deux boules rouges.

e Tirer une boule rouge et une boule noires.

e Tirer deux boules noires.

Donc les valeurs de la variable aléatoire X sont : 0, 1 et 2.

D’une autre fagon, le support de la variable aléatoire X est : X (2) = {0;1;2}.

8
0,75 pt 2 - a) Montrons que P[X =2] = A
n(n —

D’apres le théoreme des probabilités totales on a :

P(IX = 2)) = P(U}) x Py, ([X = 2)) + P(Uy) x Py, (X = 2)) + P(Uy) x Py, (X =2))

1
Orona: P(U))=PU,) =PU,) = 3
etona: Py ([X=2])=0 (caril n’y a qu’une seule boule rouge)
C3 x Cp—2 1 1 2
Py ([X =2]) = 22 n0 = ==
2 % wmy) () nm
C3 x Op=3 3 3 6
Py, (X =2) = 20— = = DN =
’ ©s (zotan)  (*57) n=D)
Ainsi:  P([X =2]) = P(U;) x Py ([X =2]) + P(U,) x Py, ([X =2]) + P(Us) x Py, ([X = 2]
3 3 nn—1) 3 nn-1)
B 8
- 3n(n—1)
Y1y - — = 78
D’ou : P([X_QD_Sn(n—l)
_ 4(Bn—T)

0,75 pt b) Montrons que P[X = 1] = 3 )
n(n —

D’apres le théoréme des probabilités totales on a :
P(X =1]) = P(U;) x Py, ([X = 1]) + P(Uy) x Py, ([X = 1]) + P(U3) x Py, ([X =1])

Orona: P(U,)=PU,) =PU,) = 1

3
Ot xCrt 1x(n—1)  (n—1)

2
etona: Py ([X=1]) c7 (ﬁlm,) (n(";”) -
Py (X =1]) = C2 x Cp2 _2x(n—-2) 2 nj2) _A(n—2)
2 G () (50) -
Py (X =1]) = C3 x on—3 _3x(n—3) 3 nji’)) _ 6(n—3)
3 " (i) (5Y) -
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Ainsi: P([X =1]) = P(U;) x Py, ([X = 1]) + P(Uy) x Py, ([X = 1]) + P(U3) x Py, ([X =1])
1 2 1 4n—-2) 1 6(n—3)
=X —F-X—TF X —=
3 n 3 nn-1 3 nn-—1)
~2(n—1)+4(n—2)+6(n—23)
B 3n(n—1)
_ 12n—28
~ 3n(n—1)
_ 4(Bn—7)
- 3n(n—1)
4(3n—7)
1)7 U : P X =1 = —
0,75 pt c) Déduisons la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
Tout d’abord, on doit calculer la probabilité de I’événement [X = 0].
Onsait que: P([X=0)+P([X=1)+P([X=2])=1
Donc: P([X=0])=1—P([X=1])—P([X=2])
4(3n—17) 8
3n(n—1) 3n(n—1)
_3n(n—1)—4(3n—17)—8
B 3n(n—1)
_ 3n*—3n—12n+428—8
3n(n—1)
~ 3n? —15n+20
~ 3n(n—1)
Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X est présenté comme suit :
Valeurs de X : z, 0 1 2
3n? —15n+20 | 4(3n—17) 8
P([X = z4))
3n(n—1) 3n(n—1) | 3n(n—1)
0,75 pt 3 - Sachant que les deux boules tirées sont rouges, quelle est la probabilité pour qu’elles

proviennent de 'urne U; ?

P
Ona: Py_g (Us) X P([X =2]) = Py, ([X =2]) x P(Us) <= Px_9) (U3) = —

P([X =2))
6 1
n(n—1 X 3
= Pix_g (Us) = %
3n(n—1)
6
= Pix_g (Us) = 3
3
= Pix_g (Us) = 1
EPRN 3
D ou : P[X:2] (U3) S Z
Probleme : (10 pts)
PARTIE 1T
On considere la fonction g définie sur R* par :  g(z) =2(1—e*) — =z
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0,50 pt

0,50 pt

1- a) Etudions les variations de la fonction g.

On a g est dérivable sur R" car c’est la différence de deux fonctions dérivables sur R" :

e x> 2(1—e ") est dérivable sur R en particulier sur R*.
e 1 x est dérivable sur R en particulier sur R*.
Ainsiona: (VzeR"Y) ; ¢'(z) =21 —e ™) —z]
=201 —e)) — ()
=2(1—e™) —1

=27 —1

Et puisque ¢* > 0 pour tout x de R™.

Alors le signe de ¢’ (z) est le signe de z + 2 — e® dans R*.

Par suite: (Ve € R") ; ¢'(2)=02—e"=0e"=2<2=1n(2)
Avec : g(0)=21-e%-0=21-1)—0=0

g(In(2)) =2(1 — e‘ln(2)) —1In(2)

=1—1n(2)
. oy
=2(1-0)—o0
= —
car : lim —z=—-00= Ilim e *=0.
T—r+00 T—r+00

Le tableau de variations de la fonction g est comme suit :

x —00 In(2) +o0
2 —¢” =+ 0 -
9'(x) + 0 -
1—1n(2)
! / \
0 —00

2 - a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans l’intervalle
JIn(4); In(6)].
On a g est dérivable sur R*, donc elle est continue sur R*.

Et d’apres le tableau des variations de la fonction g :
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0,50 pt

0,50 pt

e ¢ est strictement croissante sur Uintervalle |—oo;1n(2)], donc ¢ réalise une bijection de
]—00;1n(2)] vers g (J]—oo;In(2)]) =]0; 1 — In(2)].
Et comme 0 ¢ ]0; 1 — In(2)], alors n’admet aucun antécédant dans l'intervalle |—oo; In(2)].
e ¢ est strictement décroissante sur 'intervalle [In(2); +oo[, donc g réalise une bijection de
[In(2); +o0[ vers g ([In(2); +o00[) = [1 — In(2); 4o0|.
Et comme 0 € [In(2); 400, alors admet un unique antécédant dans l'intervalle [In(2); +oo].
Par suite, ’équation g(z) = 0 admet une unique solution « dans R*.

Et on a :
g(In(4)) = 2(1—e~ 1) _In(4) = 2(1—e(}))_In(22) = 2 (1 - (i))-zm(z) _ g—zln@) >0
g (In(6)) = 2(1 — e~ () _1n(6) = 2(1 — e(3)) —In(6) = 2 (1 _ (é)) —In(6) = g—ln(G) <0
Donc : g(In(4)) x g(In(6)) <0
Ainsi d’apres le théoréme des valeurs intermédiares I'équation g(z) = 0 admet une unique
solution « dans 'intervalle ]In(4); In(6)].

b) Etudions le signe de g(z) sur R*.

Le tableau de signe de x  g(x) est comme suit :

x —00 In(2) o +o0o
1—1n(2) —
9
0 / 0\‘ —00
g(x) + 0 -

3 - On considere la suite numérique (U, ),,>q définie par :

— Montrons que : (VneN) ; 1<U, < a.

On procede par un raissonnement par récurrence :

Pourn=0ona:<U;=1=1<U,<a.

Donc la proposition est vraie pour n = 0.

On suppose que la proposition est vraie de 0 jusqu’a un certain n € IN.
Montrons que : 1<U, . <«
Ona: 1<V, <a= —a<-U,<-1
— e *<eUn < e ! (car t — elest strictement croissante sur ]R)
= e < —eUn < —e@
—l-el<l—elUncl—e™
= 2(l—-e!)<2(1l—eP)<2(1-1—e)

—=2(1—e ) <U, ;1 <2(1—e)
Orona: 2(1—e')~1,2642>1etg(a)=0<2(l—el)—a=02(1—€¢')=a
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Parsuite: 2(1—e ') <U, ;1 <2(1—e %) =1<U,1<2(1—-1—-€¢9<a

D’apres le principe de récurrence, on a : ’ (VnelN); 1<U, < a‘

0,25 pt — Montrons que : (VneN) ; U, , —U, =g(U,).
Soitne N,ona: g(U,)=2(1—e)-U,=0U,,, —U,.
D’ou le résultat.
0,25 pt — Montrons que la suite numérique (U, ),-, est strictement croissante.
Soitne€ N,ona: U, —U, =gU,)
et on sait que la fonction g est stricetment décroissante sur 'intervalle [In2;+oo[, donc en
particulier sur [1; f.
Etona: g(a)=a>0car ac |In(4);In(6)[.
Ainsi: (VneN) ; 1<U, <a=g(a)<glU,) <9(l)=0<a<U,,—U,
Par suite, la suite numérique (U, ), est strictement croissante.
0,50 pt — Montrons que la suite (U,,),> est convergente et calculer 1113 U,.
n—+oo
On a (U,), o est une suite strictement croissante et majorée par a.
Donc d’apres le théoréme de convergence, la suite (U, ),,~ converge vers une limite réelle [.
Déterminons la limite L :
Onapourtoutne N,ona: 1<U, <«
Donc quand n tend vers +oo on obtient : 1< L < «
Et on sait que pour tout n € N, ona: ¢(U,) =U,, —U, et que g est continue sur R* donc
en particulier sur [1; ]
Alors on obtient : ngrfoog(U”) = nngooUn+1 —-U,=g(L)=L—-L=0.
Donc L est une solution de I’équation g(x) = 0 dans R*, et d’apres la question (2-a) I'unique
solution de I’équation g(z) = 0 dans R™ est a.
Par suite: |L =«
PARTIE 1T
- 1 . fo 1—¢”
On consideére la fonction f définie sur R} par :  f(z) = —;
x
et soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O7 1,7 )
x
1,00 pt 1 - Calculer les limites : lim f(x) et lim f(z) et lim L)
x1>0‘ " T——+00 T——+00 X
—e
O S i =l
na zl)I{JEr f(l') mirng x2
1 1—¢"
= lim — x
z—0t T T
. 1 e*—1
= lim — X
=0t T X
= —00
.1 . -1
car : lim — = 4o0 et lim =1
z—=0t T z—0* X
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1 — %
Ona: lim f(z)= lim ¢
T—+00 T——+00 X
oy 1 e’
T ootog? | 22
= —00
eI
car :  lim — =0et lim — =+o0.
T—+00 I T—+00 I
1 — e®
Ona: lim Lx): lim 36
T—+00 €T T——+00 €T
oy 1 e’
S R
= —00
1 e’
car: lim — =0et lim — = 4o0.
T—+00 x3 T—+00 :L'3
o - | 3 @
Ainsi : ;}E{ﬁ f(z) = —oc0 et xEToo f(x) =—o0 et xkl;noo =
1
0,50 pt 2 - a) Vérifions que : f(a) = ala—2)
Ona: gla)=0<=2(1—-€e“%) —a=0
1
=2 <1 — —) =«
eOé
= 2(e*—1)=ce
- e*—1 e”
a 2
<~ 1= = i
) o o 2
—e
Ainsi : f(a) = 2
1 1—e”
=— X
o o
1 ( e"‘)
= — X _—
Q 2
€Oé
T 20
Etona: gla)=0<=2(1—e*) —a=0
—=2(1—e=a
«
= l—e =
c T
_ o oa—2
= —e Y=——1=
2 2
e @ 2_a
e =
2
<~ e 2
e =
2—«a
2
= —e =
N 5 a—2 1
Donc : f(a) = _c =
20 a—2)x2a ala—2)
1
D’ou : =
ou fla) ala—2)
, g(@)e” :
0,75 pt b) Montrons que : f'(z) = ;— pour tout x de R!, puis dressons le tableau de
X
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0,50 pt

variations de la fonction f. On a z — e est dérivable sur R, donc x — —e® est dérivable
sur R.
Ainsi x — 1 — e” est dérivable sur R.

Et on a x — 22 est dérivable et ne s’annule pas sur R*.
x

Par suite x — est dérivable sur R* en particulier sur R .

2
x
Ainsi f est dérivable sur R,

1—e™\’
Soit x € R%, on a : f/($)=< e)

x
(1—e*) x 22 —(1—e") x (z2)
—x%e® — 21 (1 — e?)
—ze® —2(1—e”)
—ze® —2e” (e —1)
e’ (—x+2(1—e™))
e (2(1—e ™) —x)
glx)e”
Dot : | (Vo €RY) ; f/(a) = g@f
x

Ona: (VxeRL) ; e” >0et 23> 0.
Donc le signe de z = f’(x) est le méme de z = g(x) sur RY.

Par suite le tableau de variations de la fonction f est comme suit :

x 0 o 400
g(x) + 0 -
f'(x) + 0 -
1
ala—2)
f i - —_ i

3 - Tracons la courbe (Cy). (On prend a ~ 1,5).

On a lil%l+ f(z) = —oo, donc la courbe (€;) admet une asymptote verticale d’équation z = 0 a
z—

droite en 0.

On a lim f(zr) = —oo et lim @) = —oo, donc (€y) admet une branche parabolique de
T——+00 r—+o00 I

direction I'axe des ordonnées au voisinage de +oc0.

et on a f admet une valeur maximal en a.
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0,50 pt

0,50 pt

————==-40

PARrTIE IIT

On considere la fonction F' définie sur Uintervalle [0; +oo] par : x
F(0) =—1In(2)

1 - a) En utilisant une intégration par parties, montrons que :

2T ] T 2z )t
(Ve >0) F(z)= ‘ _ —/ %dt

2x x .
v(t) =1-—¢ V(t) = —¢'
On prend : —
0 = 0 =,
u = — U e —
12 t
2x 1 _ et 2 2z _1
Donc on obtient pour tout z de R : 3 dt = [— x (1 — et)] — / - X (—eh)dt
x T x

D’ou :

T _ 1 2zt
(Vz > 0) ; F(z) = . —/ %dt

2x ¢t
b) Montrons que pour tout = de |0;+oo[ : e”In(2) < / %dt < e?1n(2)
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On sait que la fonction ¢ — €' est strictement croissante sur R donc en particulier sur |0; +o0.
Ainsi pour tout x de ]0;+oo[, on a :

1
0<x§t§2m=>erget§62metg>0

2 ¢
= " [ln(t)]" < / %dt < &2 [In(t)]*"
t

= e” [In(2z) — In(z)] < / ' 6?dt < e?® [In(2z) — In(x)]

T

9 2x t 9
— e%ln <—$> < / e—dt < 2 (—$>
x t T

x

2x
= ¢e"In(2) < / ?dt < e?1n(2)

2z _t
Par suite : | (Vz >0) ; €®In(2) < / %dt < e*®1n(2)

T

2z t
Calculons la limite lim / ?dt puis déduisons que F'est continue a droite au point 0.

0,50 pt c)
z—07" .
) 2z €t
Ona: (Vz>0); e"In(2) < / ?dt < e?1n(2)
Avec : 1(Jimw In(2) =1In(2) et loimzz In(2) = In(2)
0>e 0>e o :
Donc d’apres le théoréeme de Gendarmes, on obtient : lirg ?dt = In(2).
rz—0"
et —1 et —1 2z ot
Et . (V> 0) ; F(z) = - — | Sat
ona: (Vx >0) (x) o . /x ;
2 1 t_ 1
Avec : lim & — lim & =1 (t=2x)
z—0t 2% t—0+t ¢
x
—1
lim ¢ =1
z—0*t T
2x et
lim —dt = 1n(2)
z—0t . t
e?r —1 et —1 2 ot
D : lim F =1 - — —dt=1—1—1In(2) =—In(2) = F(0
one: i Fla) = g S-S [0S HE = e =0
Par suite la fonction F est continue a droite en 0.
1 — e®
0,25 pt 2 - a) Montrons que pour tout x de |0;+o0[ :  F(z) < 5 ‘
v
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1
Soit x de R, on a : 0<x§t§2x:>e””§et§62”"et¥>0
1
:>—62x§—et§—exett—2>0

= 1—e<l—et<l—¢c®et—= >0

1 2x
— F(z) < (1—e7) [—g]
— Fz) < (1—¢7) -]
x —e¥) |—— + —
o r
1
= F(z) < (1—¢€") x —
(£) < (=€) x 5
1—e”
= F(z) <
(z) < ——
. 1—¢”
Dou: |[(Vz>0) ; F(z) <
2z
0,25 pt b) Calculons la limite lim F(x).
T—+00
1 __ pT
Ona: (Vz>0); F(z) < ¢
1—e” 1 e’
Avec: i = lim — — — —00=—
vee wjgknoo 2z axﬁlgloo wa 2z =0-o0 >0
car: lim — =0et lim — =00
T—+00 LT T—+00 2:1:
Par suite :  lim F(z) = —o0
T—+00
0,50 pt 3 - Montrons que la fonction F est dérivable sur ]0; +oo[ et que :

a0 5 P =L (F1)’

Ona: (Vz>0); F(z)= /Qf” 1;etdt = - f(t)dt

Donc d’apres la question I-2-a f est dérivable sur |0; +oo], donc f est continue sur |0; +o00].

Par suite la fonction fadmet une primitive G définie et dérivable sur |0; +o0l.

Et comme h : x+— z et k : x> 2z sont dérivables sur R et en particulier sur |0; 00| avec
R (]0; +00]) C ]0; +o00[ et k (]0; +00[) C ]0; +00].

Ainsi les fonctions = —— G(2z) et  +— G(x) sont dérivables sur ]0; 4o0].

Par suite F' : =+ F(z) = G(22) — G(x) est dérivable sur |0; +o0o[ et on a :
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F'(z) = (G(22) — G())’

1 /e® —1)?
Dot : | (V& > 0) ;: F'(z) = —= (e )

= (22) x G'(2z) — (z)" x G'(x)
=2 f(22) — f(x)

1—e2® 1—¢€*
(20)2 a2

1—e?® 1—e¢*
212 x

1—e?®  2(1—e%)
272 22

1—e2* — 2(1—e")

22
11— €% — 242"

=2 X

X

0,75 pt 4 - a) Soit z un réel de 'intervalle ]0; +00[. Montrons qu’il existe un réel ¢ de ’intervalle
10; z| tel que : F(x) — F(0) = —%:1:62""
Soit  un réel de lintervalle ]0; +oo.
On a F'est une fonction continue sur [0; x| et dérivable sur ]0; z[, donc d’apres le théoréme des
accroissements finis on obtient :
@y elosal) s TOEO i) o p@) - po = o (1)
Et on a la fonction h ; © > e® est continue sur [0;y] et dérivable sur |0;y[, donc d’apres le
théoréme des accroissements finis on obtient :
eyl MO0O ) o Ul e (T
y—0 Y Y
En combinant les deux résultats, on trouve que : | (3e €]0;y[C|0; z]) ; F(xz)— F(0) = —%al:e2C
D’ou le résultat.
0,25 pt b) Démontrons que pour tout = de ’intervalle ]0; +o00] : —%(12"" < w < —%.
D’apres la question précédente :
(Je €]0;2[) ; F(x) — F(0) = —%erc = 7}—‘(@ ; F(0) = —%e%
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1 F(x)—F(0 1
Ona: (Vz>0);—fe2I§M§—f
R 1 2
. : 2 _ _ —,0 _ _ —
Avec : mhﬁrgl+ 2e = 26 =3

Donc d’apres le théoreme de Gendarmes, on obtient :

lim
x—0+"

Session RATTRAPAGE 2009
Ainsiona:c€ll;z[<=0<c<z
= 0<2c< 22
el < e < e
= —%e% < —%(320 < —%eo = —%
= —%e% < Fl@) = FO) ; FO —%
L FOZFO) 1
Dou: |(Vz>0) ; —%e% < F(m)IF(O) < —%
0,25 pt c) Déduisons que la fonction F est dérivable a droite au point 0 et que : F;(0) = —%.

F(x)— F(0) 1
T 2

Par suite F est dérivable & droite au point 0 et on a :

Fi(0) =3

1
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Session : normal 2010 juin 2010

MATHEMATIQUES

Série : Baccalauréat Sciences Mathématiques A & B

DUREE DE ’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ................. ... ... ...
— Exercice 2: Nombres complexes .................ciiiiiiiiiiiii...
— Exercice 3: Arithmétiques .......... .. ... ...
— Exercice 4 : Analyse ...........
— Exercice 5: Analyse ..........

3,50 points
3,50 points
3,00 points
6,25 points
3,75 points




Examen du Baccalauréat session normal 2010

Exercice 1 : (3,50 pts)

’Les parties I et IT sont indépendantes

On munit 'ensemble I =]0; +oo[ de la loi de composition interne * définie par :

(V(a;b) € I x I) axb=¢n@n®

0,50 pt 1 - Montrer que la loi * est commutative et associative sur I.
0,25 pt 2 - Montrer que la loi * admet un élément neutre £ dans I a déterminer.
0,75 pt 3 - a) Montrer que (I\{1},*) est un groupe commutatif. ((I\{1}) désigne I’ensemble I privé
de 1)
0,25 pt b) Montrer que J = ]1;400[ est un sous-groupe de (I\{1}, *).
4 - On munit I de la loi de composition interne x (x est la multiplication dans R).
0,25 pt a) Montrer que la loi * est distributive par rapport a la loi x.
0,50 pt b) Montrer que (I, X, x) un corps commutatif.
1 1 -2
On considere la matrice : A= -1 -1 2
-2 =2 0
0,50 pt 1 - Calculer A% et A3.
0,50 pt 2 - En déduire que la matrice A est non inversible.
Exercice 2 : (3,50 pts)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct(O, @, ).
0,25 pt 1 - a) Déterminer les deux racines carrées du nombre complexe : 3 + 4i.
0,50 pt b) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes C I'équation : (E) : 422—10iz—7—i = 0
2 - Soient a et b les solutions de I’équation (E) avec Re(a) < 0 et les deux points A et B d’affixes
respectives a et b dans le plan complexe.
0,25 pt a) Vérifier que : S =1—1.
0,75 pt b) En déduire que le triangle AOB est rectangle et isocele en A.
3 - Soient C un point d’affixe ¢ du plan différent du point A et D I'image du point B par la
rotation de centre C et d’angle g ; et soit L 'image du point D par la translation de vecteur
A0,
0,50 pt a) Déterminer en fonction de ¢ le complexe d 'affixe du point D.
0,50 pt b) Déterminer en fonction de ¢ le complexe [ laffixe du point L.
0,75 pt c) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe —¢ puis en déduire la nature du

triangle AC'L .
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Exercice 3 : (3,00 pts)

1,00 pt 1 - Déterminer tous les nombres entiers naturels m tels que : m? +1=0 [5].
2 - Soit p un nombre premier tel que : p = 3 + 4k ou k est un entier naturel.
soit n un entier naturel tel que : n? +1=0 [p)].
0,25 pt a) Vérifier que : (nQ)H% =-1 [p]
0,50 pt b) Montrer que n et p sont premiers entre eux.
0,75 pt ¢) En déduire que : (nz)%ﬂ =1 [p|
0,50 pt d) Déduire de ce qui précéde qu’il n’existe aucun entier naturel n vérifiant : n2+1 =0 [p].
Exercice 4 : (6,25 pts)
On considére la fonction numérique f définie sur [0; +oo[ par : f(x) = Age=™’.
Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O;7: 7).
0,50 pt 1 - Calculer la limite de f en +oo.
0,75 pt 2 - Etudier les variations de f sur l'intervalle [0; +o0[ puis dresser son tableau de variations.
0,75 pt 3 - Déterminer I’équation de la demi-tangente & la courbe (C) & 1’origine du repére puis construire
la courbe (C). (on prend ||7]] = ||7]| = 2 cm Et on admet que le point d’abscisse \/g est un
point d’inflexion de (C)).
0,50 pt 4 - Calculer l'intégrale a = jol f(x) dz puis en déduire en cm? I’aire de la partie plane limitée
par la courbe (C), les deux axes du repere et la droite d’équation x = 1.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction numérique f,, définie sur Uintervalle [0; +00[ par : f,(z) = Az"e ",
0,25 pt 1- a) Montrer que : (Vo >1); e ® <e 7.
0,25 pt b) En déduire la limite de la fonction f, quand x tend vers +oc.
0,75 pt 2 - Etudier les variations de la fonction fn sur Uintervalle [0; +oo[ puis dresser son tableau de
variations.
0,50 pt 3 - Montrer qu'il existe un nombre réel unique u, de Uintervalle ]0; 1 tel que : f,, (uyn) = 1.
0,25 pt 4 - a) Vérifier que : (Vn > 2);  foi1 (un) = up.
0,75 pt b) Montrer que la suite (uy),,, est strictement croissante puis en déduire qu’elle est conver-
gente.
5 - On pose : I = lim,_ 4o Up.
0,25 pt a) Montrer que : 0 < < 1.
0,25 pt b) Montrer que : (Vn > 2); _In®®) <In(u,) < 1_ e
0,50 pt c) En déduire que : [ = 1. ! " "
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Exercice 5 : (3,75 pts)

1
On considére la fonction numérique F' définie sur R* par : F(z) = fx2 N P dt.
0,25 pt 1 - Montrer que F' est impaire.
1
2 - Pour tout réel x de I'intervalle ]0; +o0[ on pose : ¢(z) = [} Y] dt.
0,25 pt a) Vérifier que : (Vx > 0); F(z) = ¢(22) — ¢(x).
0,50 pt b) Montrer que F est dérivable sur 'intervalle |0; +oo[ puis calculer F'(z) pour = > 0.
0,50 pt c) En déduire le sens de variations de la fonction F' sur I'intervalle |0; +o0].
0,50 pt 3 - a) En utilisant le théoréme des accroissement finis, montrer que :
x
Vz > 0)(3c €lz;2z]) 1 Fla) = ——~
(Vo > 0)e los2a): Fla) = i
0,25 pt b) En dédui (Vz > 0) P <2
, n déduire que : (Vz ; ————— x) < ——=
P q In (1 4 422) In (1 + 22)
F
0,75 pt c) Déterminer les limites suivantes : lim F(z) et lim F(x) et lim (:1:)
x—0t X— 400 r—r—+00 xr
ve—1 ve—1
0,75 pt d) Vérifier que: F'(vVe—1) <ve—1let F ¢ A

2 2
Puis déduire que I’équation F'(x) = x admet une solution unique dans ]0; +o0].

FIN
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Exercice 1 : (3.5 pts)

On muni 'ensemble I = ]0; +oo[ par une loi de composition interne * définie par :
(V(a;b) €I x 1) : axb=en@mnb

PARTIE 1

0.5 pt 1 - Montrons que la loi * est commutative dans 1.

Soit a,b € 1

On a axb=elnla)inb)
— eln(b).ln(a)

=bxa

Donc (V(a,b) € I?) a* b =bx* a. C-a-d que la loi * est commutative.

Montrons que la loi * est associative dans I.
Soit (a,b,c) € I?, on a

a % (b * C) — eln(a).ln(b*c)
_ eln(a).ln(eln(b)‘ln(d)
— eln(a).ln(b)ln(c)

o eln<eln(a)l"(b)).ln(c)

— eln(a*b).ln(c)

=(axb)*c

Donc (a,b,c € I?) a* (bxc) = (a*b)*c. C-a-d que la loi * est associative.
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0.25 pt

0.75 pt

0.25 pt

2 - Montrons que la loi * admet un élément neutre ¢ dans I & déterminer.

On a € I’élément neutre de la loi * dans 1 < (Va €l):a*xe=€e*xa = a.

Comme la loi * est commutative, alors pour déterminer e il suffit de résoudre 'une des

équations a x € = a ou € *x a = a pour tout a € I.

Soit a € I, on a

< n(e) = In (a =1

~—

Se=ec]

‘ Ainsi la loi * admet un élément neutre € = e. ‘

3-a)

b)

Montrons que (I\{1}, %) est un groupe abélien.

Soient a et b € I\{1}.

Onaaetbe I\{1l} doncin(a)#0etin(b)+0

Alors In (a)in (b) £ 0

D’on e!™(@)in(b) oL 1 et puisque e/™®n®) >

Ainsi (Va,b € I\{1}) : axb e I\{1}

Par suite I\{1} une partie stable pour la loi *

Comme la loi * est commutative et associative dans I, alors I’est aussi dans I'\{1}.
On a e est I’élément neutre de la loi * dans I. Donc e est I’élément neutre de * dans
IN{1} :care#1.

Soit a € I\{1}.

Un élément x est le symétrie de a dans I\{1} < axzx=xxa=¢e

On a

rxa=e< n@)ina) — ¢

< n(x).dn(a) =In(e) =1
1
~In(a)

@x:eﬁ#l

& In(x)

( car a€ I\{l} = In(a) #0)

Ainsi tout élément a de I\{1} admet un symétrique emial pour la loi *.

Conclusion : On a : * est un loi de composition interne sur I\{1} qui est commutative
et associative, il admet un élément neutre et dont tous les éléments de I'\{1} sont symé-
trisable dans I\{1}.

‘ D’ou (I'\{1},*) est un groupe abélien. ‘

Montrons que |1; 400 est un sous-groupe du groupe (I\{1}, *).

On a |1;+o00[ C I\{1} car : I\{1} =]0; 1[|J]1; +o0], de plus ]1;+oc[ # 0.
Cela signifie que |1; +o00] est une partie non vide dans I'\{1}.

Soient a,b € ]1;+o0].

MTM-Group (MathsForBac) 2/20 Option SM A & B




Session : NORMAL 2010

0.25 pt

0.5 pt

Montrons que a * b" € |1; 400 avec b’ le symétrique de b dans I\{1}.
On a

a*b/:a*e(lnlw)

in(a).dn ((ﬂ)
=e€

In(a)

= elin(d)

D’autre part on a a € |1;+oo[ et b € ]1;+00[

l
C-a-d que a > 1 et b > 1, ce qui implique que In (a) > 0 et In (b) > 0.Par suite n
n
i) > 1. Coard que ax b’ € J1; 400
En conclusion (Va,b € |1;4+00[) ;axb" € ]1; +o0|.

Ainsi e(

‘ De ce qui précede on déduit que ]1; +o0[ est un sous-groupe de (I\{1}, ). ‘

4 - on muni [ avec une loi de composition interne x (x la multiplication dans R).

a) Montrons que la loi * est distributive par rapport a la loi x.
Soient a,b,c € I,on a

a % (b % C) — eln(a)ln(bxc)

— eln(a).ln(b)+ln(a).ln(c)

In(a).ln(b) In(a).ln(c)

=€ X e

=(ax*xb) x (axc)

Donc a * (b x ¢) = (a*b) x (a*c). comme la loi * est commutative alors, on a aussi

(bxc)xa=(bxa) X (cxa)

‘ D’ou la loi * est distributive par rapport a la loi x dans I.

b) Montrons que (I, x,*) est un corps.
On a I une partie non vide de R*

Soient x,y € I, on a

z,2yel=x>0ety>0

:>§>O
Y

= azxy 1>0

= (zxy ) el

D’ou (I, x) est un sous-groupe de (R*, x) : (I, X) est un groupe abélien
D’autre part on a (I\{1}, *) est un groupe abélien et la loi * est distributive par rapport

a X

‘ Ainsi (I, x, %) est un corps commutative. ‘
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0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

PArTIE 1T
1 1 =2
On considere la matrice A= —1 —1 2
-2 =2
1 - Calculons A% et A3.
1 1 -2
OnaA=] -1 -1 2
-2 =2 0
4 4 0 0 00
Apres le calcule on trouve que A2 = | —4 —4 0 |etA3=] 0 0 0
0 0 0 0 00

2 - Déduisons que la matrice A n’admet pas d’inverse.

(R)

Par I’absurde supposons que la matrice A est inversible dans ’ensemble M

3
1 00
Donc A x A~ = A= x A =TI avec x le produit des matriceset =] 0 1 0
0 01
On a A x A~! = I. On multiplions les deux extrémités de ’équation par A2
0 00
On trouve A3 x A~! = A%2. Comme A> =| 0 0 0 | (la matrice nulle ) alors A? est une
0 00
matrice nulle.
4 4 0
Ce qui est absurde car A2 =| —4 —4 0
0 0 O

D’ou la matrice A n’est pas inversible dans M (R). ‘

Exercice 2 : (3.5 pts)

On considére I'espace complexe rapporté & un repere orthonormé (O;i; v).

1 - a) Déterminons les deux racines carrés du nombre complexe 3 + 4i. Soit x + iy un racine
carré du nombre complexe 3 + 4.

Ce qui signifie que : (z + iy)2 =3+4i
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(x4 iy)® =3+ 4i < 22 — y? + 2izy = 3 + 4i
<12 —y? =3 et 22y =4
s -y =3etay=2

2
sr?—y?=3etax="
Y

9\ 2
@)(f) —y?=3etzy=2
y

2
@y4+3y2—420etx:§

Résoudre ’équation y* + 3y?> —4 =0
En pose t = 4% en trouve t? + 3t —4 =0
Cette dernieére équation admet deux solutions t =1 ou t = —4

Donc I’équation y* + 3y%2 — 4 = 0 admet quatre solutions —1; 1; —2i et 24

Si y=-1 alors: =x=-2
Si y=1 alors: x=2
Si y=-2i alors: x=1i
Si y=2i alors: x=-i

‘ D’ou 3 + 44 admet deux racines carré : 2 +17 et —2 — 1.

0.5 pt b) Résoudre dans C I'équation (E) : 422 —10iz —7—i=10
Calcule le discriminent
On a A= (10i)> —4 x4 x (=7 —1)
= —100 + 16 (7 +1)
=4(3+ 4i)
=(2(2+1i)*#0 dapres l-a
Alors I’équation admet deux solutions complexes différentes :
100 —4—2¢ 8 —4 ¢ 129+ 4
= = et 21 =
o 8 8 T8
1 1 3
Donc I’équation (F) admet deux solutions a et b tels que : a = —5 +iet b= 3 4F 51
L. b .
0.25 pt 2 - a) Vérifions que: —=1—1.
P 13
Ona:a:—§+ietb:§+§z’
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Donc
1
b 5 + =1
- =2
¢ —5 +1
(1 n 3 ) ( 1 )
—+ i |—=—1
_\2 2 2
(i) (5-)
AN
5_5,
1 4
5
4
=1—2
b
Dou —=1—1
a
b) Déduisons que le triangle AOB isocele et rectangle en A.
On a
b—a b
=~ 41
0—a a +
=—(1—i)+1
=1
b - ;T
Donc ¢ _ e’z
0—a
Signifie que
AB _
AO
— T
(AB, AO) = 72
Signifie que
AB = AO
(ﬂé, TO) = g [27]

Par suite AOB est un triangle rectangle isocele et rectangle en point A.

3 - Soit C' un point d’affixe ¢ et différent du point A, soit D 'image du point B par la rotation

de centre C et d’angle g et soit L I"image du point D par la translation du vecteur AO.

a) Déterminons ¢ en fonction du nombre complexe d 1'affixe du point D.

On a D l'image de B par la rotation de centre C et d’angle T
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Donc par définition de la rotation complexe

Ona (d—c)=e2(b—c)ed=c+ilb—rc)
< d=c+ib—ic

sc(l—i)=d—ib

1
@0(1—¢):d—¢<5+
. 3 1.
<:>c(1—z)—d+§—§z

<~ C=

N =

1 1
D’oﬁc:§(1+i)d+ (14—51')

b) Déterminons c en fonction du nombre complexe 1 l'affixe du point L.

On a L I'image de D par la translation du vecteur AO

Par définition de la translation :

DL=A0< (I—d) = (0—a)

1
@l—i—(i—l)c%—é—fi:—a

2 2
3 1 1
1 3 1. 1 .
S+ (3 )c+2 1= 5 0
1
sl=(1—i)c—1—=
2
3 . 1.
D’oul:(l—z)c—l—iz
l—c

c) Déterminons ’écriture algébrique du nombre complexe

triangle AC'L.

a—cC

DO o

)

(1+i)d+<1+;i>

puis déduisons la nature du

On a
1
I— ¢ _ (1—1’)0—1—52’—6
a—c 1
1—=——c
2
1
—ie—1— =4
_ 1c 2Z
1
i—-—c
2
( ny 1)
11 —C 11— =
_ 2
o 1
1 5 C
=1
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0.25 pt

0.5 pt

o] N

l—c . i
=i=c¢

Donc
a—c

Signifie que

oL S
CA
(@’,C_L’) = g[zﬂ

‘ Par suite le triangle ALC' est isocele et rectangle en point C. ‘

Exercice 3 : (3 pts)

1 - Déterminons les entiers naturels m tel que : m? + 1 = 0[5].

On a
m?+1=0[5]<5/(m*+1)

Et on sait que 5/ (—5)
Par suite 5/m? +1—5
C-a-d que 5/ (m —2) (m + 2)
Comme 5 est un nombre premier alors, 5/m — 2 ou 5/m + 2
Ce qui implique que 5/m —2 ou 5/m+2—5
Signifie que m = 2[5] ou m = 3[5]

Dans ’ensemble Z /57 on a m € {5; §},

2 - Soit p un un nombre premier tel que : p = 3 + 4k avec k un entier naturel. Et soit n un

entier naturel tel que : n? +1 = 0 [p].

a) Vérifions que : (n2)1+2k =—1[p|.
On a
n?2+1=0[p = n?=-1[p
()" = (=)
= (n2)1+2k =—1[p] car 142k un nombre impaire
D’ou (nQ)H% = —1p]

b) Montrons que n et p sont premier entre eux.
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On a d’apres -3-a

142k

(n2)1+2k =—1[p|« (Juez):(n? +1=pu

S (FueZ):pu+tn (—nlttk) =1
— —
v

& (FJu,veZ):pu+nv=1

T.B
S pAn=1

‘ D’ou n et p sont premier entre eux. ‘

0.75 pt c) Déduisons que : (n2)1+2k =1[p].
On a p est un nombre premier et p An =1
Donc, d’apres le théoréme de Fermat : n?~! = 1 [p]
On a p = 4k + 3, donc (n?)2k+1=1[p].
Dot (n?) 2k +1=1[p]
0.5 pt d) Déduisons qu’il n’existe aucun entier naturel n tel que : n? +1 = 0[p].
Par I’absurde, supposons qu'il existe un nombre n tel que n? +1 = 0 [p]
Donc
W) = 1
(n2)1+2 = 1[p)
Donc 1 = —1[p]
Signifie que 2 = 0[p], ce qui équivalent & p/2.
Comme p est premier alors : p = 2
ce implique qu’il existe k dans N : 3 4+ 4k = 2 Signifie que (3k € N) : 4k = —1
Ce qui impossible.
Ainsi il n’existe aucune entier naturel n qui vérifier n? +1 = 0 [p]
Exercice 4 : (6.25 pts)
PARTIE 1
On consideére la fonction numérique f définie sur [0; +oo] par : f(z) = dxe . (C’ f) la courbe de la
fonction f dans le plan rapporté a un repeére orthonormé (O, v ,f)
0.5 pt 1 - Calculons la limite de la fonction f en +oo.
. et
On sait que lim — = 400
r—r+0o0 I
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r—>+00 r—>r+00

, 4 1 9
= lim (—) X on pose t =x

=0
Dou lim f(x)=0
T—+00
0.75 pt 2 - Etudions les variations de la fonction f sur I'intervalle [0; +o0[, puis dressons son tableau

des variations.
La fonction fest dérivable sur [0 : +00[ comme le produit et composée de fonctions dérivables

sur [0; 4o0].

On a (Yz € [0;+00]) f' (z) = (45”6%2)/
=4e " + 4z x <—2xe*‘”2)

2

=4(1—22%)e "

Comme pour tout x dans [0 : +oo| : 4e7%° > 0 alors, le signe de f’ (z) est le signe de 1 —2z2.

2
Sic: :1::\2[ alors f'(z)=0
2
Si: x>\2[ alors f'(z) <0
2
Si: x<\2[ alors f'(z) >0
x 0 Q 400
2
f (@) + 0 -
5 V2
Ve
f
0 0
0.75 pt 3 - Déterminons I'équation de la demie-tangente a la courbe (C”’ f) a lorigine du repére, puis

construisons (C’ f) .

L’équation de la tangente a (C;) en point O est :
(A) sy = f"(0) (x—0)+ f(0)
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Signifie que (A) : y = 4z avec x > 0
yA ‘ | ‘

B e e e R

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
L S L A S

\ v /7‘% \ \ \ \ | \ \ | \

L 9V2 s s 1 1 s 1 s 1 s \
B T 700 E N e [ S S N

\ \ \ \ | | \ \ \ \ |

! :ﬂj ! ! \<€f)\ ! ! ! ! ! !
B e e N I Sy

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
s A T e S e B B i e e el

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \

o]l et 2 3 4B @
\ 2 \ \ \ \ \ \ \ \
a1 -~7Tr- T 77T T 1

4 - Calculons 'intégrale a = j(;l fl(x
(C”'f) , les deux axes du repere et la droite d’équation z = 1.
On a (Vz € R) (e_z2>/ =—2e"
C-a-d (Vx e R) —2 (6_12), = 4ge

2

—afee).
=—2(et—1)
=2(1—¢t)
Douf fl@)y=2(1—¢1)
Comme ||| = HJH = 2cm

Alors

1
/ 1 () e x J7] % [7]
0

1
/f
0
1— )><4cm

L—et)em

)dx X 2cm X 2em

I
N

(
(

Il
o0

Dot a=8(1—e!)cm?

) dx, puis déduisons en centimeétre carré laire déterminé par
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0.25 pt

0.25 pt

0.75 pt

PARTIE 11

Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 2 .

On considére la fonction numérique f, définie sur intervalle [0; +-o00[ par : f, (z) = 4z"e™*" .

1- a) Montrons que (Vz >1) e <e®.

Soit z > 1. On a

P>r=—1’<—=z

_p2 _ . .
= e % < e % car le fonction  — e¥ est croissante sur R

Dou (V& >1) e <e@

b) Déduisons la limite de la fonction f,, quand x tende vers +oo.
Ona (Ve>1) 0<e™® <e®
Donc (V& >1) 0<4a"e ™ < 4z"e ™™

D’autre part

x
On pose u = —
n

=0

Donc lim 4z * =0 et comme (V& > 1) 0 <4z"e ™ < 4z"e ™
T—+00

Alors lim f,(x)=0

T—>+00

2 - Etudions les variations de la fonction f,, sur U'intervalle [0; +-00[, puis dressons son tableau
des variations.
La fonction f,, est dérivable sur [0; +00[ comme produit et composée de fonctions dérivables

sur [0; +o0].

On a (V€ [0;+00]) f;, (z) = (4x”e‘x2)/
— 4nxn—1e—z _ 8(,1;77,+1m.—cr:2

i (n—22?%)

Comme (Vz € [0;+0c[) 42" Te™** > 0 alors le signe de f/ (z) est le signe de n — 222 sur

[0; +00].
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0.5 pt

0.25 pt

Si: x= \/2 alors f, (x)=0
Si: x> \/Z alors f, (x) <0
Si: z< \/Z alors f, (x) >0

x 0 2 +o0

2
falz) + 0 -
n
fn ( 2)
fa
0 0

3 - Montrons que : (3U,, € 10;1]) : f,, (U,) =1.

D’apres le tableau des variations de la fonction f,,. f,, est une fonction continue et strictement

croissante sur 'intervalle {1; \ /g .
n
Montrons que [0;1] C [0; \/g]

Soit x € [0;1]
Donc0<z2<letonal<2<n

Alors : 0 <222 <n

Donc 1l <z < \/Zpar suite (Vz € [0;1] : x € [0; \/Z
D’ou [0;1] C [0; \/Z]

[ In n
Comme f,, est continue et strictement croissante sur |0; 5 et [0;1] C [0; 5 alors, f,
continue et strictement croissante vers [0; 1] )

4
Par suite f,, est une bijection de [0;1] sur f,, ([0;1]) = [0; }
e

En pose g, () = f,, () — 1 pour tout x de [0;1]

Ona g,(0).9,1)=( (0 -1 1) -1
=0-1(5-1)

~ —0,47 <0

D’apres ce qui précede et d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire (7.V.I) L’équation

g,, (x) = 0 a une seule solution dans l'intervalle 0;1[ : (3'U,, € ]0;1]) : g, (U,,) =0

‘ Autrement dit I’équation f,, (x) = 1 admet une seule solution dans 'intervalle ]0; 1]. ‘

4 - a) Vérifions que : (Vn>2) f,.,(U,) =1,

n
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Soit x € ]0; 1] et soit n € N* \ {1}.
On a

D’apres la question (3) ona: f, (U,) =1
Donc (Vn >2) f,.,1(U,) =U,1="U,.

0.75 pt b) Montrons que la suite (Uﬂ)n>2 est strictement croissante, puis déduisons qu’elle est
convergente.
Soit n > 2
On a f,, une fonction continue et croissante sur [0;1], on a aussi U,, < 1 car U,, € ]0;1]
Donc f,,11 (Uy) < frs1 (Unsa)
Car f,.1(U,) =U, et fr1q (Upir) =1
Comme f, est un bijection de [0;1] vers [O; ﬂ
Alors (Vn>2) U, <U,.;
Dot (U,,) est une suite croissante,et comme elle est majorée par 1 alors elle est convergente.
5 - En posel= nﬁTooUn
0.25 pt a) Montrons que: 0 <[ <1.
Ona(Vn>2) 0<U,<1
Donc 0 < nliTwUn <1
| Dot 0<1<1]
La suite (Un)n est majorée et croissante donc il impossible que 0 sera sa limite, cela
justifie ’écriture 0 < 1 < 1.
0.25 pt b) Montrons que : (Vn >2) — w <In(U,) < % — % .
Soit n > 2.
ona 0<U,<1=0<(U,)*<1
=1 <elUn)” <e car la fonction 2 — e® est croissante sur R
On a f, (U,) = 1 signifie que 4 (U,,)" e U) =1
MTM-Group (MathsForBac) 14/20 Option SM A & B
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Donc eUn)” = 4 u,)"

On a 1<€(U")2<€:>1<4(U ) <e

e
U =
1 e . .
= In ( 4) n((U,)") <In (4) car la fonction In est croissante sur RY
= —In(4) <nin(U,) <1—In(4)
n (4) 1 In(4)
In(U,) <~ —
n n n

1
D’ou (Vn > 2) —M<ln(U)<f_M'

n
0.5 pt c) Déduisons que : 1 =1 .
In (4 1 In(4
Ona(vnz2 — "W @yl
In (4) " M
Comme lim — i =0 et lim —— =0
n—-+4oo n n—-+oon n
Alors lim In(U,)=0
n—-+oo
On a lim U, lim el™Un)
n—-4oo n—>+oo

=e'=1

Car lim In(U,) =0 et la fonction x — €* est continue en 0.
n—+o00

Exercice 5 : (3.75 pts)

1
On considere la fonction numérique F définie sur R* par : F'(x) = fm 2 mdt.
n
0.25 pt 1 - Montrons que la fonction F est impaire.
On a Dy = R*, donc pour tout  dans D —x € Dp.
Soit x € Dp
o 1
F(—zx) = ———dt
(o) =[, In(1+2)
En pose y = —t, donc dt = —dy
Si: t=-—x alors y=u
Si: t=-—2x alors y=2z
P [
e In(1+y?)
2z
1
/x In(1+4y?)
— —F()
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0.25 pt

0.5 pt

‘ D’ou F est une fonction impaire. ‘

x 1

2 _ . . . E — -
Soit x € ]0; +o00[. En pose ¢ () fl In(1+ t2)dt
a) Vérifions que (Vx >0) F(x)=¢(2z)—p(z).
Soit x >0
= 1

2x 1
F(x) = /I mdt

1 2x
1 1
- T ———dt lation de Chasl

/z In(1+¢2) +/1 (1) ( relation de Chasles )

——/wldH/ledt
L In(1+12) L In(1+12)

_/ledt/”ldt
L In(1+12) L In(1412)

= ¢ (22) — ¢ (2)

‘ Dou (Vz >0) F(x)=¢(2x)—¢(x). ‘

b) Montrons que la fonction F' est dérivable sur |0+ oo[, puis calculons F’ (z) pour tout
xz>0.
Ona (Vxr>0) F(z)=¢2z)—p(x)

La fonction z > ¢ (x) est dérivable sur ]0; +o0o[

Car la fonction x — ———— est continue, donc elle admet une primitive sur 0; +o0o[
In(1+22)
1
qui est ¢ (x) et on a (Vo € ]0;+00]) ¢’ (z) = )

La fonction x —— ¢ (2z) est dérivable sur ]0; +oo] comme composée de deux fonctions le

sont.

‘ Par suite la fonction F est dérivable sur ]0; +00[ comme somme de deux fonctions le sont.

/

EtonaVz € ]0;+00][ F' (z) = (¢ (22) — ¢ (2))
= (p(22)) = ¢’ (2)

= (2z)" x ¢’ (22) — ¢’ (2)
9w 1 B 1
In (1 + (2:U)2) In (14 2?)
2 1
" n (14+422)  In(1+22)
in [(1+2%)°] —in (1 + 42?)
- In(1+422?).In(1+ z2)
in <x4—|—2x2 +1>
1+ 422
In (14 4x2).In (14 x2?)
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0.5 pt

0.25 pt

3-a)

b)

zt +222 +1
n|———
1+ 422
In(1+422).In (1 + z2)

Déduisons les variations de la fonction F sur |0; +o0 .

Donc | (Vz €]0;400[) F' (z) =

Soit & > 0
Donc 1+4a2*>1 et 1+a*>1
Par suite In (1 + 42?).In (1 +2%) >0

rt + 222 +1
D’ou le signe de F’ t le signe de In | ———
ou le signe de F'(x) est le signe de n( T+ 422 >

x4+2x2+1) 0

Résolvons dans |0; +-00[ I'équation in ( 11 422

=1

xr 4222 4+ 1 xr 4222 +1
Ona n|————|=0& ———

1+ 422 1+ 422
St + 222 +1=1+ 422
ot —222 =0
<22 (22 —-2)=0
sr=0ouz=vV2ouzr=—v2

Par suite la solution de I’équation In

L+ 122 ) = 0 dans ]0; +oo[ est /2.
x

Si: r=+2 alors F'(2)=
Si: 0<z<+v2 alors F/'(z)<
Si: r>+2 alors F'(z)>0

(J: + 222 +1
0
<0

C-a-d que F est strictement croissante sur [ﬂ, —l—oo[ et strictement décroissante sur }0; \/5]

En utilisons le théoréme des accroissement finis, montrons que : (Va > 0) (3¢ € |z; 2x]) :
x
Flz)= ——5 .
(z) In (14 c?)
Soit & > 0
Donc 2z > z > 0 D’ou [z;2z] C ]0; +00]
Comme ¢ est dérivable sur |0; +oo] alors, ¢ continue et dérivable sur [z;2x]
D’apres le théoreme des accroissement finis (7. A.F)
(3c € Ja; 22]) : ¢ (22) — (z) = ¢ (¢) (22 — )
Signifie que : (Jc € |z;2z]) : ¢ (22) — ¢ () = 29’ (¢)

Signifie que : (3¢ € Jz;2z]) : F(z) = m

D’ou (Vx> 0) (Jc € |x;2z]) : F(z) = m

< F(z) <

T

Déduisons que : (Va > 0) : nta?)
n x

Soit (x > 0)

v
In(1+422)
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X

D’apres la question précédente (3¢ € |z;2z]) : F(z) = In(1+c2)
n c

Ona O0<z<c<2r=0<z2<c?®<42?
=1<1+22<1+c? <1+ 422

=0<In(l+2?) <in(1+c*) <In(l+42?)( car In est croissante sur |
N 1 < 1 < 1
In(14+42%) " In(1+¢%) In(1+x?)
T T T

); -

= 0
D) it “mara awrr>0)
x x
=5 — < Flz) < ———
In (14 422) (z) In (14 z2)
7 7
Dou (Vx >0): ———— < < F < —.
ot (v > 0) In (14 422) () In (14 z2)
. . . F(x) .
0.75 pt c) Calculons les limites : lim F(z), lim —— et lim F(x)
r—+00 T—r+00 lx 14 z>—>04r
En rappel que lim =+oo et lim u =1.
z—+ooln (x) 0" T
on a
” x ” x
im ——————— = lim
z—+ooln (1 +422)  2—+009p (m)
li T " V14 4x2
= lim
a—+002/ T+ 42~ In (V1+422)
li 1 y V14 4a?
= lim
s+ [1442%  In (V1 + 422)
2 =
i < I V1 + 4z?
= lim ——— im ——————
x*>+oo2 /4 n 1 T—+00 [ <\/1 + 4$2>
2 =+00
—1
4
= +OO
x
Et comme (VI' > 0) : m < F(IL‘)
Alors lim F(x) = 4o0.
r—>+00
z x
O Ve >0) ————— < F(2) < ———~
na (Ve )ln(1+4x2) (=) In(1+ x2)
1 F(x) 1
D v 0
one (v > )ln(1+4x2) <z ° In (14 22)
1
Et lim ———=0et lim ——— =0
e e ln (1+ 22) & e ln (1 +422)
F
Alors lim (z) =0.
r—+00 I
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On a
lim ——> = lim L X L
o0t In (1 +422)  o—o+in (1 +422) ~ 4o
_ 42 < lim —
= N0 In (1+ 422) 50+ 4z

E t=42%) = lim ———— x lim —
(En pose t =42%) = lim sy lim 1
—,—J v

=1 =400
x
Et comme (Vz > 0) : I+ 427 < F(x)
Alors lim F(x) = +oc.
r—0*F
ve—1 ve—1
d) Vérifions que : F(\/e— 1) < ve—1et F( 62 ) > 62 , puis déduisons que

I'équation F'(z) = z admet une seule solution dans ]0; +oo] .

) ) : _ x
On a d’apres la question 3 — (b) (V:L‘>0)F(x)<ln(1+x2>
Ona+ve—1~1,31>0

ve—1

Donc F(ve—1) <

( ) In (14 (Ve—1))
D’ou

F(Ve—1)<+ve—1 (1)

Y 3 _ xi
On a d’apres la question 3 — (b) (Vz > 0) ln(1+4x2)<F(x)
Onaivez_le,65>O

e—1

D 2 r e—1
onc e —1 < 5

ln<1+4 )

4
D’ou
e—1 ve—1
F( 5 )> 5 (2)

En pose G (z) = F(z) — =
On a
G(”ez_l) G(Ve—1)= <F<”62_1>— ”62_1> (F(Ve—1)—ve—1)

<0 dapres (1) et (2)

On a F une fonction continue et strictement décroissante sur ]0; \/5]
Donc la fonction G continue et strictement décroissante sur ]O; \@]

En effet <Vac€}0;\/§]) G (z)=F'(z)—1<0
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Donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires 3la € }O; \/§] : G (z)=0.

C-a-d que I'équation F'(z) = x admet une seule solution dans ]0; \/5]

Soit z > /2
On a

r>V2=22>2

=14+2%2>3

= In(1+2?) >1In(3) car la fonction In est croissante sur]0, +oo|

1 1
Tt a?) I3
= i < v car x > 0
In(1+22) " In(3)
= F(z) < ﬁ d’apres (3)
= F(z)<z carln(3)>1

D’ou pou tout x dans ]\/i, +oo[ F(z) # x. C-a-d I’équation F'(z) = = n’admet pas de

solution dans ] V2; 400 [

En conclusion I’équation F'(z) = z admet une seule solution dans ]0; +ool. ‘
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Exercice 1 : (3,00 pts)

On rappelle que (Mg (IR), =+, ><) est un anneau unitaire non commutatif.

1 0 0
On considére 'ensemble : FE = M(x) = xr 1 0]/xzeR
z?2 2z 1
0,50 pt 1 - Montrer que E est une partie stable de (M3 (IR), ><).
0,50 pt 2 - a) Montrer que I'application ¢ qui & tout nombre réel = associe la matrice M (w) est un
isomorphisme de (]R, +) vers (E, ><).
0,50 pt b) En déduire que (E , x) est un groupe commutatif.
0,50 pt c) Déterminer M~! (:B) I'inverse de la matrice M(:):) pour tout réel x.
0,50 pt d) Résoudre dans 'ensemble E 1’équation : A°X = Bou A = M(Z) et B = M(12) et
A =Ax---xA
A
5 fois
0,50 pt 3 - Montrer que ’ensemble F' = {M(ln (x))/a: € ]Ri} est un sous-groupe de (E, ><).
Exercice 2 : (4,00 pts)
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, i, 17)
1 - On considere dans ’ensemble C 1’équation : (E) c 22 —4iz —242iV3=0
0,50 pt a) Vérifier que le nombre a =1+ i(2 — \/3) est une solution de I’équation (E)
0,50 pt b) En déduire b la deuxiéme solution de 1’équation (E)
0,50 pt 2 - a) Montrer que : a® = 4(2 — \/g)ei%
0,75 pt b) Ecrire a sous forme trigonométrique.
3 - On considere les points A , B et C dont les affixes sont respectivement a, b et ¢ = 2i + 2ei%.
Soit (T) le cercle de diametre [AB].
0,50 pt a) Déterminer w, l'affixe du point Q centre du cercle (F)
0,50 pt b) Montrer que les points O et C' appartiennent au cercle (I‘)
0,75 pt c) Montrer que le nombre complexe ¢ :Z est un imaginaire pur.
Exercice 3 : (3,00 pts)
Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges.
On tire les boules de 'urne 'une apres I'autre et sans remise jusqu’a ’obtention pour la premiere
fois d’une boule blanche, puis on arréte ’expérience.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules tirées.
0,25 pt 1 - a) Déterminer 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.
0,50 pt b) Calculer la probabilité de 1’événement [X = 1].

MTM-Group (MathsForBac) 2/4 option SM A & B




Examen du Baccalauréat session Rattrapage 2010
5
0,50 pt c) Montrer que : p[X =2| = 33
0,50 pt d) Calculer la probabilité de I’événement [X = 3]
13
0,50 pt 2 - a) Montrer que l'espérance mathématique de la variable aléatoire X est : E(m) =1
0,75 pt b) Calculer E(X 2), et en déduire la valeur de la variance V(X ) de la variable aléatoire X.
Exercice 4 : (10,00 pts)
On consideére la fonction numérique f définie sur Uintervalle I = [0; 1] par :
1
r)=—7+—— ;0<2<1
f( ) 1—1In (1 — x) -
f(1) =0
Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repere orthonormé (O7 7, j)
0,50 pt 1 - Montrer que f est continue a gauche au point 1.
0,50 pt 2 - Etudier la dérivabilité de f & gauche au point 1.
0,75 pt 3 - Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle I puis dresser son tableau de variations.
e J—
0,50 pt 4 - a) Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion unique d’abscisse
e
0,75 pt b) Tracer la courbe (C) en précisant sa demi-tangente au point d’abscisse 0.
(on prend H;H = H;H = 2cm)
0,50 pt 5 - Montrer qu’il existe un nombre réel unique a de l'intervalle I vérifiant : f (a) =«
0,25 pt 6 - a) Montrer que f est une bijection de I'intervalle I vers I.
0,50 pt b) Déterminer f~1 (:1:) pour tout x de l'intervalle I.
Partie II :
1 1
On pose I = / f(t)dt, et pour tout entier naturel n non nul : I, = / t”f(t)dt
0 0
0,75 pt 1 - a) Montrer que la suite (In)n>0 est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
N 1
0,75 pt b) Montrer que : (Vn > 0) ;0< I, < P puis déterminer la limite de la suite (In)nzo.
Partie III :
Pour tout nombre réel x de U'intervalle J = [0; 1] et pour tout entier naturel n non nul on pose :
x X
Ro@)= [ 1@t et Fua) = [Trsoar e F) = [ /(1) T ar et 5. ZFk
Jo 0
T tn+1 f(t)
1,00 pt 1 - Montrer que : (Vn € ]N) (V:U € J) ; F(w) — Sn(x) :/ ﬁdt
0 _
0,50 pt 2 - a) Montrer que la fonction z — (1 — 3:) (1 —1In (1 — m)) est strictement décroissante sur J.
t
0,50 pt b) Déduire que la fonction ¢ — {( )t est strictement croissante sur [0; z] pour z € J.
1 1
1,00 pt 3 - a) Montrer ue:(Vne]N)(VxEJ); 0< F(x)—Splx) < ( )
’ ) a < F@) - S() < g (7
0,50 pt b) En déduire que pour tout = de l'intervalle J on a : lim S, ( ) ( )
n—+00
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0,50 pt

0,25 pt

4 - a) Déterminer F(z) pour z € J.

b) Déterminer la limite : lim F(z)
r—1-

FIN
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Exercice 1 : ( 3 pts )
On rappelle que (M;(R),+, x) est un anneau unitaire non commutatif.
1 0 O
On considére 'ensemble E=< M(z)=| 2 1 0|/z€R
2 2z 1
0,5 pt 1 - Montrons que E est une partie stable de (M5(R), x)
Soient M et N deux éléments de E, donc il existe deux réels x et y tel que M = M (x) et N = M (y).
Ona:
1 0 0 1 0 O
M(x)xMy)=| 1 0 |x|y 1 0
22 2z 1 y2 2y 1
1 0 0
= Tty 1 0 | =Mx+y)
(r+y)? 2xz+y) 1
Ainsi: VM, NeE: MxNc€E.
D’olt E est une partie stable de (M;(R), x).
0,5 pt 2 - a) Montrons que lapplication ¢ qui & tout nombre réel z associe la matrice M(z) est un isomor-

phisme de (R, +) vers (E, x).
e Soient z,y € R: Ona p(z +y) = M(x+y) = M(z) x M(y) = p(z) x ¢(y)
Donc ¢ est un homomorphisme de (R, +) vers (E, x).
e Par définition de E, pour tout M de E il va exister un réel x tel que M = M (z). donc ¢

est surjective de R vers E.
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0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

e Soient z,y € R :

rT=Y
p(r) =¢ply) = M(x)=M(y) = > =y*=>z=y
20 =2y

Ainsi ¢ est injective.

D’otl ¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (E, x).

b) Déduisons que (E, x) est un groupe commutatif.

On sait que (R, +) est un groupe commutatif et ¢ isomorphisme de (R, +) vers (E, x).

Dot : (E, X) un groupe commutatif.

c) Pour z un réel, déterminons M ! (z) I'inverse de la matrice M(z)

Soit x € R, le symétrie de = dans R est —z.

Puisque ¢ est isomorphisme de (R, +) vers (E, x) alors le symétrie de ¢(z) est o(—x).

Finalement M (—zx), est le symétrie de M (x) (Vz € R).

Dou: M~Yz) = M(—z).

d) Résolvons dans l'ensemble E l'équation A°X = B ou A = M(2) et B = M(12) et A® =
Ax--xA

5 fois
Soit X € E, il existe z € R: X = M(x), puisque ¢ est isomorphisme de (R, +) vers (E, X)

alors ¢! est aussi isomorphisme de (E, x) vers (R,+) Et on a :

ASX=B << 3JzrcR: M(2)°x M(x)=M(12)
< dreR: M5 x2)x M(x)=DM(12)
s3Iz eR:  M(—10) x M(10) x M(z) = M(—10) x M(12)
s3dreR: M(z)=M(—10+12)
sIdreR: M) =M?2)

Do : § = {M(2)}.

3 - Montrons que I’ensemble F' = {M( In (m))/m € ]Rj} est un sous-groupe de (E, X)
e L’¢lément neutre de (R, +) est 0 et ¢ I'isomorphisme de (R, +) vers (E, X)
Alors ¢(0) est 1’élément neutre de (E, x)
Et puisque ¢(0) = M(0) = M(In(1)) et 1 € R%. donc M(0) € F'
Ainsi F # 0.
e Soient a,b € Falors 3z,y € R : a = M(In(x)) et b= M(In(y)) et b= = M(—1In(y))
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axbt=M(nz)x M(—Iny)
=M(lnz —Iny)

u(n(()

et puisque % € R% alors M(ln <§)) eF

‘D’ofl : F'est un sous groupe de E. ‘

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

Exercice 2 : (4 pts)

Le plan complexe est muni d’'un repere orthonormé direct (O, ;, 17)
1 - On considére dans ensemble C Péquation :  (E) 22 —4iz —2 4 2iv3 = 0

a) Vérifions que le nombre a = 1 4 i(2 — v/3) est une solution de 'équation (E)

Ona:
(1442 —V3)]2 —4i[1 +i(2—V3)] —2+2iV3

=1+i2(2—V3)—(2—V3)2 —4i +4(2—V3) —2+2iV3
=1+4i —i2V3 —4—3+4V3 —4i +8—4V3 -2 +2iV3
=0+ (4 —2V3 — 4+ 2V3)

=0

Dot : a = 1+ i(2 — v/3) est me solution de (E).

b) Déduisons b la deuxiéme solution de I’équation (F)

D’apres les formules de Viéte :

e}

b

21+ 29 = —=

! 2 ¢ =a+b=4i
g2 = 4

=b=41—a
= b=4i—2+iV/3 -1
=b=2i+iV3—1

=b=—1+i(2+3)

Dot : b= —1+i(2+/3).

2 - a) Montrons que : a? =4(2 — \/g)ei%
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0,75 pt

0,5 pt

0,5 pt

3 -

a? =[1+i(2—V3)?
=14i2(2—V3) — (2—V3)?
=1+4i—2iV3—4-3+4V3
=—6+4V3+i(4—2V3)

2v/3(—V3+2) 2(2—\/3)]

ST A Tie—vs

ﬁl)

= 4(2—V/3) - Ty

= 4(2 —V/3)ei%

Dot : a? = 4(2—V/3)e's

b) Ecrivons a sous forme trigonométrique

D’aprés a) on a : a® = 4(2 — v/3)e's alors a est la racine carré de 4(2 — v/3)eis, donc

a = 2\/2—\/3(3% oua=—2\/2—3el?

Et puisque les parties réel et imaginaire de a sont positives.

Alors : a = 24/2 — /3¢l 1.

On considére les points A , B et C dont les affixes sont respectivement a, b et ¢ = 2i + 2ei7.

Soit (T') le cercle de diamétre [AB].

a) Déterminons w, l'affixe du point Q centre du cercle (T')

Puisque [AB] diametre de (T') alors :

a+b:a:+i(2—\/§)—w+i(2+\/§)

— 9
2 2 !

‘D’oﬁ:w:%.‘

b) Montrons que les points O et C appartiennent au cercle (I")
On a le rayon R de (T') est égale & 42 | donc :

_AB _ |b—d

22

iz VB —1—i2— V3)
N 2

| —1+iV3|=2

R

C|=2+2iv3|
=

0N = |w—0| = |w| = |2i] =2
Q= |w—rc| =12 —2i—2e"7| = |-2e"*/7| =2

Ainsi : O et C appartiennent au cercle (I').
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0,75 pt

c)

& . ..
Montrons que le nombre complexe est imaginaire pur.
c

—b
On a C point de (T') différent de A et de B donc le triangle ABC' est rectangle en C' c-a-d
(CA,CB) = £7[2n]
Dot : —— € iR.
—b
Exercice 3 : (3 pts)
Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges.
On extrait les boules de I'urne 'une apres 'autre et sans remise jusqu’a I’obtention pour la premieére fois
d’une boule blanche, puis on arréte I’expérience.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boule tirée .
0,25 pt 1 - a) Déterminons I'ensemble des valeurs prises par X
On extrait les boules de I'urne 1'une apres 'outre et sans remise jusqu’a l’obtention pour la
premiere fois une boute blanche.
‘Ainsi les valeurs possible de X sont : 1; 2 et 3. ‘
0,5 pt b) Calculons la probabilité de 1’événement (X = 1)
L’événement (X = 1) c’est 'obtention d’une boule blanche dans le premiere tirage. Donc :
card(X =1) Af, 5
X = 1 = - = — = —
P =1 card Q AL, " 6
Dou:p(X=1)=2
5
0,5 pt c) Montrons que : p(X =2) = 3
L’événement (X = 2) c’est 'obtention d’une boule blanche dans la deuxieme fois et une boule
rouge dans la premiere fois. Donc :
Card(X =2 Al x Al 5
P(x = 2) = Sardl ) _ 2X %0 _ 2
Card 2 Af, 33
Dou:p(X =2) =%
0,5 pt d) Calculer la probabilité de I’événement (X = 3)
L’événement (X = 3) c’est d’avoir une boule rouge dans la premiére et la deuxieéme fois et une
boule blanche dans la troisiéme fois. Donc :
Cond(z =3) A% x Al 2 x 10 1
p(X = 3) = = 2 3 10 = - —
Card 2 A, 12x 11 x10 66
Dou:p(X =1) =&
) ) . . L 13
0,5 pt 2 - a) Montrons que l'espérance mathématique de la variable aléatoire X est : E(z) = T
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On sait que E(z) = Ef:

=1xp(X=1)42xp(X =2)+3x p(X =3)

5 5) 1
_249.2 45>
6 * 33 + 66
13
1
13
Dou: E(x) = —
ol : E(x) i
0,75 pt b) e Calculons E(X?) On a:
3
E(X?) = fop (X =x,)
=1
5 5 1
:12.7 22'7 2
6 + 33 3 66
52
33
52
D : E(z?) = —
onc : E(z?) -

e Déduisons la valeur de la variance V(X ) de la variable aléatoire X. On a :

V(X) = BE(X?) = (BE(X))?

_ 52 /13\? 65

~ 33 \11/ 363

65
Donc : V(X) = %

Exercice 4 : (10 pts)

partie A : On consideére la fonction numérique f définie sur l'intervalle I = [0;1] par :

1
f(ﬂﬁ):m ;0<z <1
f1) =0
Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, v ,;)
0,5 pt 1 - Montrons que f est continue a gauche au point 1.
On a:

lim f(z) = lim

e 1- a—1-1—1In(1 — x)

avect=1—=x

im
t—0+ 1 —1Int

=0=f(1) (car: l(i)rplnt:—oo>

‘ D’ou : f est continue & gauche au point 1. ‘

0,5 pt 2 - Etudions la dérivabilité de f & gauche au point 1.
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Soit 0 <x<1l;ona:
f@)—f)  Twis 1
z—1 r—1  (z—2)—(z—1)In(1l —2)
1
—(1—2z)+(1—2)In(l —2)

Comme lim (1—2)=0"et lim (1—2)In(l —2z) = lim tlnt=0" (t=1—x)

z—1- x—1- t—0t
alors 111111 —(1—2)+(1—2)In(l—2)=0", dou :
x— 1
im L@ =M
z—=1-  xr—1

‘ Donc f n’est pas dérivable a gauche au point 1. ‘

0,75 pt 3 - Etudions les variations de la fonction f sur I'intervalle I puis donner son tableau de variations.
e Soit z € [0, 1[; la fonction x + 1 — z est dérivable sur [0, 1] comme fonction polynéme et elle
est strictement positive sur [0, 1],
donc la fonction z - In(1 — z) est dérivable sur [0, 1] par composition.
D’ou la fonction : x > 1 —In(1 — x) dérivable sur [0, 1], de plus elle ne s’annule pas sur [0, 1],
donc la fonction f: x +— m est dérivable sur [0, 1].
Et pour tout z € [0,1], on a :
1
—L 1
/7 _ —XT —
L R e s Al pro v iy
. ’ _ 1
DOHC \V/x - [0, 1[ f (x) = m
Et le signe de f’(z) sur [0, 1] est celui de x — 1
donc Vz € [0,1[:  f'(x) <O..
‘D’oﬁ f est 1 strictement décroissante sur [0, 1. ‘
e Tableau de variation de f :
T 0 1
1
\
/ 0
—1
0,5 pt 4 - a) Montrons que la courbe (C) admet un point d’inflexion unique d’abscisse ¢
e
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0,75 pt

On a f est deux fois dérivable sur [0, 1], et :

— ((1 —In(1—2))?+2(x —2)(1 —In(1 — 1)) x ﬁ)
(x—1)2(1 —In(1 —x))*

—(1—In(1 —2))?4+2(1 —In(1 —x))

(1—2)2(1 —In(1 —x))*
C (I—=In(1—2))(-1+In(l—2)+2)

(x —1)2(1 —In(1 — x))*

B 1+In(1—2)
C(z—1)2(1 —In(1 —x))3

Ve e 0,1  f7(z)=

Remarquons que Vz € [0,1]:  f(x) >0, d'ou 1 —In(1 —z) > 0 et alors le signe de f”'(z) sur
[0,1] el celui de 1+ In(1 — z), donc :

l1+In(l—2z)=0<Ih(l—2)=-1
Sl—z=¢t
e—1
e

sSr=1—¢l=

et

:1:>6T<:>x>1—6*1
sSl-z<el (1—-2>0)
< hn(l—2)<—1
S 14+In(l—2)<0

et parsuite : 0 < v < <L < 1+ In(l—2) >0

e

On conclut donc que f” s’annule en un unique point :

621 et change de signe.

Donc le point d’abscisse <1 est un point d’inflexion pour (C).

b) Construire la courbe (C) en précisant sa demi-tangente au point d’abscisse 0.
(on prendra HZH = Hﬂ‘ = 2cm)
e D’apres la question 2) on déduit que (C) admet une demi tangente verticale & gauche du
point (1,0) dirigée vers le haut.
e Et comme f est dérivable a gauche en 0 alors (C) admet une demi tangente & droite de

(0;1) de pente f5(0) = —1.
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0,5 pt

0,25 pt

0,5 pt

(©)

5 - Montrons qu'il existe un nombre réel unique « de l'intervalle I vérifiant : f(a) = «
On consideére la fonction g définie sur I par : g(z) = f(z) — =
On a g est continue et strictement décroissante su I (Somme de deux fonctions strictement dé-
croissante sur )
de plus g(0) = f(0)=1>0et g(1) = f(1)—1=—-1<0.
donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires on déduit que 1’équation g(z) = 0 c’est a dire
f(z) = z admet une solution unique « €]0; 1[C I.

‘Donc:ﬂ!aef/f(a):a‘

6 - a) Montrons que f est une bijection de I'intervalle I vers I

On a f est continue et strictement décroissante sur I et f(I) = [f(1), f(0)] =[0,1] = L.

‘donc : f est une bijection de I'intervalle I vers I . ‘

b) Déterminons f~!(x) pour tout x de I'intervalle I.
Tout d’abord si z = 0 alors f~1(0) = 1 puisque f(1) =0

Soit maintenant x € I avec x # 0 et y € [ avec y # 1, on a :
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0,75 pt

0,75 pt

1 pt

fHe) =y < fly) =

< 1—In(1—y) -

r—1

< In(l—y) =
x
x—1

sSy=1—e=

1) = { 1—e"s  €)0,1]

1 <0

D’ou :

1
partie B : On pose [, = / f(t)dt, et pour tout entier naturel n non nul I, = / " f(t)dt
0 0

1 - a) Montrons que la suite (I,,) =0 est décroissante et Déduisons qu’elle est convergente.
nz

Soit n € N, on a :

I.o,—1I,= /1 tn L f(t)dt — /1 tnf(t)dt
0 0
= /1 v (t — 1) f(t)dt
0

la fonction ¢ — t™(t — 1) f(t) est continue et négative sur [0, 1]

donc I, . — I, <0,cadl,  <I

n

Dou:VneIN:1I, <1

n

Ce qui montre que la suite (1,,) _o st décroissante.
n=

n

Et pour n € N on a aussi 0 < " f(t) < 1 puisque sur [0,1] ona 0 <t" <1let0< f(t) <1,

Dou:VneN: I >0

n

En conclusion on a (1) _, @st décroissante et minoré par 0
nz

Dot : (I,)

n est convergente.

1
b) Montrons que : (Vn > O> ;0< I, < Tl 0
n n>

B puis déterminons la limite de la suite(Z,,)
e Soit n € Nonasur [0,1]: 0< f(¢) <1

d'ott 0 < " f(t) <t alors 0 < ['t"f(t)dt < [ t"dt

n+ 1
c-é-d. 0 < n_[t 1]Oalors()éf < L

n+1 n n+1

Donc:VneN:0< I, < -1

n N g+l

e Calculons lim I,
n—+oo

Ona lim = 0; donc d’apres les critéres de convergence des suites et en utilisant la

n—+oomn + 1
double inégalités précédente,

on déduit que limI,, = 0. ‘

_partie C : Pour tout nombre réel x de 'intervalle J = [0; 1] et pour tout entier naturel n non nul on

pose : Fy(x /f Ydt et F,(z) = / nf(t)dt et F(z) /f dt et S, ( ZFk
1 - Montrons que : (VnE ]N) (‘v’x € J) . Flz)— S, (x) :/ ﬂlfl_fE)dt

0
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0,5 pt

0,5 pt

Soit n € IN*, soit x € J, on a :

F(z)— S, (z) = /Ox 1(_t)tdt - kio /Ox tF f(t)dt
:/Ox &dt—/omf(t);tkdt
— /OI 1(_t)tdt—/om 11_i+1f(t)dt
:/z 76 _1 jnﬂf(t) dt
_ /Of” E(; (tl —1 :- t”t“) dt>
; 1—t
:/Ow tn;_fit)dt

et Si n = 0 alors pour tout = € J, on a :

F(z) = So(x) = F(x) — Fy(z) =

Donc (‘v’n € ]N) (Vw € J) : Fz)—S,(z)= /090 tn;l_fit)dt.

b) Montrons que la fonction ¢

2 - a) Montrons que la fonction z - (1 — ) (1 —In(1— x)) est strictement décroissante sur J

On pose u(z) = (1 — m)(l —In(1- x)), on a u et dérivable sur J et pour tout x € J :

W(z)=—1—-In(l—2))+(1—2z)x —
=—1+In(l—2)+1

=In(1 —x)

Donc Vz € J: u'(z) =In(1—2x)
onasur J:u'(z)=01—z=1<2=0

etsi0<z<lalors0<1l—z<1douu (x)<0

et par suite z > (1 — z) (1 —In(1- x)) est strictement décroissante sur J.

f(t)

est strictement croissante sur [0; z| pour x € J
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0,5 pt

f(t)

On pose v(z) = T—¢

, soit « € J, on a : par tout t € [0, z] :

1
1—-In(1—t
vlt) == i15 :
1 1

1—01—In(1—1%) ul®)

Et comme u est strictement décroissante sur .J, elle est aussi sur [0, z]

‘d’oﬁ v est strictement croissante sur [0, z]. pour tout x € J. ‘

3 - a) Montrons que : (Vne]N) (VmEJ) : 0< Fa)—8,(z) < n#l—2<1i:z>

Soit n € N, soit x € J, on sait de la question 1 que :

S0

dt.
1—-t¢

F(z)—S,(z) = /

0

et de la question 2)b) que la fonction v est croissante sur [0, z],
donc pour ¢ € [0,z] on déduit que 1 = v(0) < v(t) = %
® ()

dt
1-—1¢

n+1
et comme t"*t! > 0 on obtient 0 < t"*! < %ﬁ et par suite 0 < /

0
c-a-d :

D’autre part on sait que 0 < f(¢) < 1 sur [0, 1] en particulier sur [0,z] (z < 1),
et sur [0,z] on a :
0<t<r=0<1—2<1—-t<1

= 1 < 1
1—t~ 1—x
7fnJrl tn+1

<

1—¢t 1—2x
tn+1 tn+1

= SO <7

x tn-‘rl t x tn-‘rl
/ 7f<)dt < / ~dt
b 1—1¢ h 1—x

1 2 R
<
1—=z [n—i—Q]

=

donc :

Donc F(z) — S, (z) < (1) (35)-

1—z/ \n+2
Finalement d’apres ce qui précédé on déduit que :
1 1
v N)(v J): 0< Fz)— S, (z) < ( )
(”E re < Flo) = 8.(2) < 51—
b) Déduisons que pour tout = de l'intervalle Jon a: lim S, (z) = F(x)

n—+oo

MTM-Group (MathsForBac) 12/13 Option SM A & B




( N\
Session : RATTRAPAGE 2010
Soit x € J, en utilisant le résultat de la question précédente et les critéres des convergences
des suites, et comme
. 1 I 1
w0 (1—:z:> nrz ! (1—:1; © [R)
‘On déduit que Vz € J : lim S, () = F(z) ‘
0,5 pt 4 - a) Déterminons F(x) pour z € J
Soit x € J,on a: F(z) = 1f<t)tdt Donc pour t € [0,z], on a,
11—
£ _ 1
1—t (1—-t)(1—In(1—1))
1
=A==t X T A i =)
1
= —— x (—f'(¢ voir 3), A
5 % (=10) voird)
T
ft)
e ) a0
TOa—— [T — i
/O 1—t , S 0
= —(In(f(z)) —In(f(0))) (f=0)
=—In(f(z)) f(0)=1
1
=In|—
(f (z)
=1In(l —In(1 —x))
‘Donc Ve e J: F(z) zln(l—ln(l—x))‘
0,25 pt b) Déterminons la limite : lin{liF(:c)

Ona: liml—2=0" dou lim —In(l —2z) = 400
r—1" r—1"

alors lin? 1 —1In(1 —z) = +o0 et par suite lir{l In(1 —In(l —2z)) = +o0
z—1- r—1-

Donc lim F(z) = +oo.
T—1"

FIN
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ROYAUME DU MAROC

Baccalauréat Sciences Mathématiques

Session : Normal juin 2011

MATHEMATIQUES

Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE ’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques .............. ... ... 4 points
— Exercice 2 : Arithmétiques .......... ... ... 2.5 points
— Exercice 3: Nombres complexes ............ ..., 3.5 points
— Exercice 4 : Exercice d’analyse ................ ..., 6.5 points

— Exercice 5 : Exercice d’analyse ........... ... . ... il 3.5 points




Examen du Baccalauréat session normal 2011

Exercice 1 : (4 pts) (Les deux parties sont indépendantes)

Partie I : Dans 'anneau (M3 (R),+, X) on considére les deux matrices :

V33

100 o2
I=]0 1 0 et A= |2 _¥2 g
00 1 0 0 1

(On pose : A° =1 A=A A2=Ax A Al = An x A pour tout n de IN)

0,5 pt 1 - Montrer que : (VkeN); A%l =T.
0,5 pt 2 - Montrer que A admet une matrice inverse A~! que I’on déterminera.
Partie IT : Soit @ un nombre réel .
Pour tout z et y de U'intervalle I = ]a; 00| on pose : zxy=(x—a)(ly—a)+a.
0,5 pt 1 - a) Montrer que * est une loi de composition interne dans I .
0,5 pt b) Montrer que * est une loi commutative et associative.
0,5 pt c¢) Montrer que (I, *) admet un élément neutre que 'on déterminera.
0,5 pt 2 - Montrer que (I,*) est un groupe commutatif.
o I — RY
3 - On considere 'application : 1
T
T—a
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (I, *) vers (R%, x) .
0,5 pt b) Résoudre dans 'ensemble I 'équation : 23 =a®+a ouz® =zxz*x.
Exercice 2 : (2.5 pts)
Soit NV D’entier naturel dont I’écriture dans la base décimale est : N = 11............. 1
—_—
2010 fois 1
0,25 pt 1 - Montrer que le nombre N est divisible par 11 .
0,75 pt 2 - a) Vérifier que le nombre 2011 est premier et que : 102919 — 1 =9N .
0,5 pt b) Montrer que le nombre 2011 divise le nombre 9N .
0,5 pt c¢) En déduire que le nombre 2011 divise le nombre N .
0,5 pt 3 - Montrer que le nombre N est divisible par 22121.
Exercice 3 : (3.5 pts)
Premiére Partie : Soit m un nombre complexe non nul. On considére dans I’ensemble C 1’équation
d’inconnu z :  (Ep,) @ 224 [(1—i)m—4]z—im? —2(1—i)m+4=0.
0,5 pt 1 - Vérifier que le nombre z; = —m + 2 est solution de I'équation (E,,) .
2 - Soit 22 la deuxieme solution de 'équation (Ep,) .
0,5 pt a) Montrer que : 27.20 = 1 <= im? +2(1 —i)m —-3=0.
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1 pt b) Déterminer les deux valeurs de m pour lesquelles on a : z1.20 =1 .
Deuxiéme Partie : Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, ;}, 7)
On considére 'application S qui au point M, d’affixe z , fait correspondre le point M’ d’affixe 2 ,
tel que : 2’ —1 = —(2 —1) et la rotation R de centre le point Q d’affixe (1 + 1) et d’angle g , et
soit 2z T'affixe du point M” = R(M) .
0,25 pt 1 - a) Montrer que lapplication S est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 1 .
0,25 pt b) Montrer que : 2" =iz + 2
2 - Soit A le point d’affixe 2 . On suppose que le point M est distinct du point O origine du
repere.
2 —2
0,5 pt a) Calculer : ~ 5 e déduire la nature du triangle AM'M" .
0,5 pt b) Déterminer I’ensemble des points M pour lesquels les points A , Q , M’ et M" sont
cocycliques.
Exercice 4 : ( 6.5 pts )
Premiére Partie : Etude des solutions positives de 1’équation(E) : e = 2" avec n un
entier naturel non nul.
On considére la fonction numérique f définie sur 'ensemble D = [0; 1[U]1; +oo] par: f(z) = &
siox 20 et f(0) =0 et soit (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté au repére
orthonormé (O,?,?)
0,25 pt 1 - Vérifier que pour tout  de ’ensemble D = [0;1[J]1;+oc[on a : e* = 2" <= n = f(z) .
0,5 pt 2 - Montrer que la fonction f est dérivable a droite en O .
1,5 pt 3 - Calculer les limites : :1%? f(z) et 1%11} f(z) et xggloo f(z) et xgl}rlooffpx) ensuite interpréter
graphiquement les résultats obtenus.
4 - Etudier les variations de la fonction f sur chacun des intervalles [0;1[ et ]1;4o00[ puis
0,75 pt donner son tableau de variations.
0,5 pt 5 - Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées
0,5 pt 6 - Représenter graphiquement (C) .
0,5 pt 7 - Montrer que pour n > 3, 'équation (F) admet exactement deux solutions a,, et b, tel que :
l<a,<e<b,.
Deuxiéme Partie : Etude des deux suites (an)p>3 €t (bn),>3 -
0,5 pt 1 - Montrer que : (Vn >3); by, >n , en déduire la limite de la suite (by),,>3 -
0,5 pt 2 - a) Montrer que la suite (a),~5 est décroissante, en déduire qu’elle est convergente.
0,5 pt b) Montrer que : (Vn > 3); % <In(a,) < % .
0,5 pt c) Montrer que : lim a =e.

n—-4o00
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Exercice 5 : (3.5 pts)

x
On considére le fonction numérique F' définie sur lintervalle [0; +oo[ par : F(z) = e~ / e~tdt
0

0,5 pt 1-a) Montrer que : (V& >0); 0< F(z)<ze ™ .
0,5 pt b) Montrer que : (Vo >1); e < e, en déduire la limite de la fonction F' en +oo0 .
0,5 pt 2 - Montrer que la fonction F' est dérivable sur l'intervalle [0; +00] et que :
(Vz >0) F'(z)=e2"—22F(z) .
3 - On considere la fonction G définie sur I'intervalle {0; ;r} par :
, ™
G(z) = F (tanz) si 0 <z < 5
i
G(=)=0
&)
0,25 pt a) Montrer que la fonction G est continue & gauche en g .
0,75 pt b) Montrer qu’il existe un réel ¢ de Dintervalle ]0; +00[ tel que : F'(¢) = 0 et que :
e—202
F =
(€) =~
(On pourra appliquer le théoréme de ROLLE & la fonction G sur l'intervalle [0; 727})
4 - On considére la fonction numérique H définie sur |0; +oo[ par : H(z) = F' (x)(;— .
x
0,5 pt a) Montrer que la fonction H est strictement décroissante sur |0; +o00] .
0,5 pt b) En déduire que ¢ est unique, puis donner le tableau de variations de F' .
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= Baccalauréat Sciences Mathématiques
-
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<
P 7
o MATHEMATIQUES
Exercice 1 : (3 pts)
PARTIE T
Dans l'anneau (M; (R),+, X) on considére les deux matrices :
100 2 2 g
I=[o 10 et A=|L2 2 o
0 0 1 0 0 1
(Onpose: A°=T; Al=A; A2=AxA et A" = A" x A pour tout n de IN)
0,5 pt 1 - Montrons que : (VkeIN); A%k =T.
On a
A2 =Ax A
V2 V2 V2 V2
2 2 2 2
=% ¢ 0| x|% % 0
0 0 1 0 0 1
1 00
=10 1 0
0 01
Donc A% =1
Par suite (Vk € IN); A% = (A2 =TF=1
Alors | (VEeN); A?* =1
0,5 pt 2 - Montrons que A admet une matrice inverse A~! que I'on déterminera.
OnaA?2=1
Alors Ax A=1
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0,5 pt

0,5 pt

Dongc il existe une matrice A" = A telle que A x A’ =Tet A’ x A=1

Par suite ‘la matrice A admet une matrice inverse A= = A ‘

PARTIE 1T

Soit ¢ un nombre réel .

Pour tout x et y de l'intervalle I = |a; +00[ on pose : zxy=(r—a)ly—a)+a.

1 - a) Montrons que * est une loi de composition interne dans I .

Soient x et y deux éléments de 'intervalle I .

On a
rzel T >a
=
yel y>a
z—a>0
=
y—a >0

= (x—a)(ly—a)+a>a

Alors (V(z,y) € I? : xxyel.

Par suite ‘ * est une loi de composition interne dans I . ‘

b) Montrons que * est une loi commutative et associative.

e Soient x et y deux éléments de 'intervalle I .

On a

Par suite (V(z,y) € I? : xxy=yx*x .

Alors ‘ * est une loi commutative

e Soient x , y et z trois éléments de 'intervalle I .
On a

(xxy)xz=((x—a)(ly—a)+a)*z
=(x—a)y—a)(z—a)+a

et

xx(yxz)=zx*(y—a)(z—a)+a)
=(x—a)y—a)(z—a)+a

Donc (x xy) *x 2 =z * (y * 2)

Par suite (V(z,y,2) € I3 : (x*xy)*z=ax% (y*2) .
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0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

Alors ‘ * est une loi associative.

c) Montrons que (I,*) admet un élément neutre que ’on déterminera.

Soit x de I, résolvons dans I ’équation = xe = x

On a

(r—a)le—a)+a=zx
(z —

r*xe==x

H

a)le—a)=x—a
r—a)le—a—1)=0
r—a=0oue—a—1=0

r=aoue=a-+1

A A

e=a+1lcarx >a

On a (Ele e€l)(Vxel) : z*xe=ux et loi * est une loi commutative

Donc | (I, %) admet un élément neutre e = a + 1.

2 - Montrons que (/,*) est un groupe commutatif.
Montrons que tout élément de I admet un symétrique par rapport a la loi
Soit x de I, résolvons dans I I’équation z xz’ = ¢
On a

Onaz’' €l car xEI:>m—a>0:>L+a>a
Donc (Vzx e I)(3z' €1) : zxax' =e -
Puisque la loi est commutative
Alors tout élément de I admet un symétrique par rapport a la loi *
On a

e La loi x est associative dans [

e La loi * admet un élément neutre dans [/

e Tout élément de I admet un symétrique par rapport a la loi *
Donc (I, *) est un groupe.

Puisque La loi * est commutative

Alors ‘ (I,*) est un groupe commutatif. ‘

o + I — R
3 - On considere 'application : 1
T b

r—a
a) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (I, *) vers (R%, x) .

Montrons que ¢ est un homomorphisme de (I, *) vers (R*, x) .
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0,5 pt

Soit x et y deux éléments de I.
On a

plr*y) =

r—a Yy—a

= p(z) x p(y)

Alors (V(z3y) € I?) + p(a*y) = p(z) x @(y)

Donc ¢ est un homomorphisme de (I, *) vers (R, x) .
Montrons que I'application ¢ est bijective de I vers R’
Soit y € RY_; résolvons dans I I'équation p(z) =y

On a

1
Ona-+a>acary>0
Yy

1
Donc (Vy € RY)( 3z = ; +acl): px)=y

Par suite 'application ¢ est bijective de I vers R’

Alors | ¢ est un homomorphisme de (I, ) vers (R*, x) .

b) Résolvons dans I'ensemble I I'équation : ) =a®+a ouz® =xsxzxx.
eSia<0
On a

a<0 = ad*+a<a
= x<3)§a

= 2B ¢ T =la; +o0o[

Donc I’équation n’a pas solution si a < 0
eSia>0
Onaa>0 =d’+a>a
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Donc

23 =gd3+a < @(m<3)) = ¢(a® + a) car p est bijective
1

3 .
< T))” = —4——— car ¢ est homomorphisme
(p(2)) pra— 4 P
* (%) =3
r—a) a3
s (z—a)=dd
& r—a=acar x> 2% est bijective de R vers RY
& x=2a

Puisque 2a € I alors 2a est une solution de 'équation z®) = a3 +a
Alors ‘S ={2a,a > 0}‘

Exercice 2 : (3 pts)

Soit NV I’entier naturel dont 1’écriture dans la base décimale est : N = 11............. 1
——
2010 fois 1
1 - Montrons que le nombre N est divisible par 11 .

0.25 pt Onal0 = —1 [11]
Donc (Vi € IN) 10* = 1 [11] et 10**"! = —1[11]
Et on a
N=1l........ 1
2010
1=2009
= ) 1x10
=0
1=2009 ]
-
=0
Donc
1=2009
N = ) 10° [11]
=0
1=1004 ) 1=1004 )
= > 10%4 ) 10%H (1]
i=0 i=0
7=1004 7=1004

D1+ > (-1 1y
1=0 1=0

2005 — 2005 [11]

0 [11]

Donc ‘ le nombre N est divisible par 11 ‘

0.75 pt 2 - a) Vérifions que le nombre 2011 est premier et que : 10%°19 —1 =9N .
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On a les nombres premiers dont le carré est inférieur ou égale a 2011 sont :
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43

Puisque aucun de ces nombres ne divise le nombre 2011

Alors | le nombre 2011 est premier‘

On a

Donc | 9N = 102010 —

0.5 pt b) Montrons que le nombre 2011 divise le nombre 9N .

On a 2011 est un nombre premier et 2011 A 10 =1

Donc selon le petit théoréme de Fermat 102011-1 = 1 [2011]
Alors 102010 —1 = 0 [2011]

Puisque 10%°19 — 1 = 9N .

Alors 9N = 0 [2011]

Par suite ‘le nombre 2011 divise le nombre 9NN .

0.5 pt c) Déduisons que le nombre 2011 divise le nombre N .
On a le nombre 2011 divise le nombre 9N .

et 2011N9=1

Alors |le nombre 2011 divise le nombre N .| selon le théoréme de Gauss

0.5 pt 3 - Montrons que le nombre N est divisible par 22121.
On a le nombre N est divisible par 11.

et le nombre N est divisible par 2011.

Puisque 2011 A 11 =1

Alors le nombre N est divisible par 11 x 2011

Donc ‘ le nombre N est divisible par 22121.

Exercice 3 : (3 pts)

PARTIE 1

Soit m un nombre complexe non nul. On considére dans ’ensemble C ’équation d’inconnu z :

(E,) : 22+[1—i)m—4]z—im? —2(1 —i)m+4=0
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0.5 pt

0.5 pt

1 pt

1 - Vérifions que le nombre z; = —m + 2 est solution de ’équation (E,,) .

On a

2+ [(1—1)m—4)z, —im? =21 —i)m +4 = (—m +2)2 + [(1 —i)m — 4](—=m + 2) — im?
—2(1—i)ym+4
=m?—dm+4— (1 —i)m? +2m(1 —i) +4m —8
—im? —2m +2im + 4
=m?(1—(1—1) —i) + m(—4+2(1 —i) +4— 2+ 2i)
+4—8+4

=0

Donc ‘ le nombre z; = —m + 2 est solution de I’équation (E,,) . ‘

2 - Soit z, la deuxieéme solution de I’équation (E,,) .

a) Montrons que : 2.2 = 1 <= im? +2(1 —i)m—3=0.
On a z; et z, sont les deux solutions de ’équation (F,,) .
—im? —2(1 —i)m + 4
1

Alors zy.2, = =—im? —2(1—i)m+4 .

Par suite

2129 =1 & —im? —2(1—i)m+4=1

& —im?—2(1—i)m+3=0

Donc |z.2y =1 <= im?+2(1—i)m—3=0.

b) Déterminons les deux valeurs de m pour lesquelles on a : z;.2, =1 .
Onaz.zg=1<=im?+2(1—-i)m—-3=0.

Donc les deux valeurs de m sont les solutions dans C de I’équation im?+2 (1 —i) m—3 = 0
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0.25 pt

0.25 pt

A=(2(1—1)2—4x(=3) xi
= —8i+ 12i
=4
= 2(1 — 1+ 2i)
=2(1+1)?

= (V2+iv2)2#0

Donc I’équation im? + 2 (1+1i)m — 3 = 0 admet deux solutions différentes dans C qui
—2(14i)—vV2—iv2 —2(1+1) + V2 +iv2
- et my = -
2 2i
Par suite les deux valeurs de m pour lesquelles on a : z;.25 = 1 sont :
2+v2+i(2—V?2) 2—V2+i(2+V?2)

et .
2 2

sont :m; =

PARTIE IT

Dans le plan complexe rapporté & un repere orthonormé direct (O, 17, ;> On considere 'application
S qui a chaque point M d’affixe z , associe le point M’ d’affixe 2’ , tel que: 2’ —1=—(z—1) et la

rotation R de centre le point 2 d’affixe (1+1) et d’angle g , et soit z” Daffixe du point M” = R(M)

1 - a) Montrons que application S est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 1 .

Soit B un point d’affixe 1

On a
SM)y=M < 2/ —1=—(z—1)
< BM’' =—BM
& BM’ +BM=0
< Best le milieu du segment [MM']
Alors | application S est la symétrie centrale de centre le point B d’affixe 1 . ‘

b) Montrons que : 2" =iz + 2

On a R la rotation de centre le point Q) d’affixe 1 + i et d’angle g
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Donc

LT
i—

M’ =R(M) & 2/ —(1+i)=e 2(z—(1+1))
& 2 —1—-i=i(z—1—1)

s 2 =iz—i4+ 14141

2 - Soit A le point d’affixe 2 . On suppose que le point M est distinct du point O origine du

repere.

2" —2

2 =2

Onaz —1=—(2—1) & 2/ =—2+4+2et 2" =iz 42

a) e Calculons :

Alors

2 =2 iz4+2-—-2
2z —2 —z+2-2
iz

—Z

e Déduisons la nature du triangle AM’'M” .

v
—2
On a z/ =—i
z //_ 2 " 2
2" — . 2" =2 :
Donc ’z/ — 2| =|—i| et arg( o 2) = arg(—i) [27]
Alors AM = AM’ et (AM@W) = —g [27]

Alors ‘le triangle AM’M” est isocele et rectangle en A ‘

b) Déterminons ’ensemble des points M pour lesquels les points A , Q , M’ et M” sont
cocycliques.
On a les points A, Q , M’ et M” sont cocycliques si et seulement si z £ 0; 2/ #w; 2" +

) 2w
X

eR.

w et
2z —2 2z —w

Soit z#£0; 2z +Fwet z# w
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On a
z”—w Z//_2 . z”—w
- X — €ER & —ix — eR
Z —w z —2 Z —w
- ‘x_z+2_1_i6[R
Y N e
z+2—1—14
—z+1—1
s> —
—z+1+1
— 1
o 2T R
—z—1—1
z4+1—1
< Im(————) =0
)

&S (z—-1D)y+1)—(z—1)y—1)=0 z=z+iy

20 —2=0

¢

< =1

Siz=w; z=walors M =Q ; M"=Q

Par suite I’ensemble des points M pour lesquels les points A , Q@ , M’ et M” sont

cocycliques est ‘la droite d’équation x = 1

Exercice 4 : (3 pts)

PARTIE T

Etude des solutions positives de I’équation(E) : e* = 2z avec n un entier naturel non
nul.

On consideére la fonction numérique f définie sur ’ensemble D = [0; 1[U]1; +oo[ par: f(z) = &
six #0 et f(0) =0 etsoit (€) sa courbe représentative dans le plan rapporté au repére

orthonormé (O,; ,;)
1 - Vérifions que pour tout = de 'ensemble D = [0;1[U]1; 400l on a : e* = 2" <= n = f(z) .
Soit x € D
On a
e* =z" < x=In(a™)
<z =nln(x)

x
& n=—carx#1
Inx

Donc ‘ pour tout x de 'ensemble D = [0;1[U]1;+oc[ on a : e = 2" <= n = f(z) . ‘
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2 - Montrons que la fonction f est dérivable & droite en O .

On a
T
lim ( (0) — lim Inz
x—0 €Xr — xz—0 X
x>0 x>0
1
= lim—
x—0 ln x

Donc |la fonction f est dérivable a droite en 0 . ‘

3 - Calculons les limites : limf(x) et limf(x) et lim f(x) et lim @)
o = S oto
o limf(z) = lim—— = —oo car lima =1 et limInz = 0~
i il b i
e limf(zr) =lim— = +oo car limz =1 et limlnz = 0"
xz—1 x—1 lnx x—1 x—1
x>1 x>1 x>1 1 (I;.l)
e lim f(z)= lim L oo car lim — —F
T—+00 x%Jrooln'%‘ T—+00 I
1
e lim f@) = lim T = Jip =0 car lim In(z)= +o0
r—+oo I r—+00 I T——+00 ln(qj) T—+00
e Ona lim f(x)=4ococet lim @:O
T—+00 r—+oo I

Donc ‘ la courbe de f admet une direction parabolique de direction ’axe des abscisses.

Interprétons graphiquement les résultats obtenus.

e Onalimf(z) =—o0 et limf(z)=+o0
<1 z>1

Donc ‘ la droite d’équation z = 1 est une asymptote verticale a la courbe de f. ‘

4 - Etudions les variations de la fonction f sur chacun des intervalles [0;1] et ]1;+o0]
On a la fonction f est dérivable sur chacun des intervalles [0; 1] et |1;+o0]

Alors (Vx € D) f'(x) = (hjm)) _ 1111]([1562’)(36—) 1

Donnons son tableau de variations.

| —1

Ona (Vxe D) f'(z) = %
In"(z)
Donc le signe de f’(z) sur D est le signe de In(x) — 1 sur D
Alors
x 0 1 e +00
[ () - - 0 +
0 +00 400
—00 e
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5 - Montrons que la courbe (€) admet un point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées

On a la fonction f est deux fois dérivable sur chacun des intervalles [0; 1] et |1;4o00]

Alors

(Vo € D) f'(z) = (1111:52)(33—) 1)
In?(x) _ 2ln(x)
In*(z)
_ In(z) — 2(In(z) — 1)
z1n®(x)
_ In(z) —2In(z) + 2
z1n®(x)
—In(z) +2

z1n®(z)

(In(x) — 1)

On a le signe de f”(x) est le signe du produit In(x)(—In(z) + 2) sur D
Ona f’(z)=0 & —In(z)+2=0 & x = ¢?

Donc

/() - + 0 -

Puisque f” s’annule en e? et change de signe au voisinage de e?

2
Alors | la courbe (€) admet un point d’inflexion dont les coordonnées (e?; %)

6 - Représentons graphiquement (C) .

MTM-Group (MathsForBac) 12/19 Option SM A & B




Session : NORMAL 2011

0,5 pt
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yJ N

[ R L

1z
- \
0 g e? T
_1 +

7 - Montrons que pour n > 3 , ’équation (E) admet exactement deux solutions a,, et b, tel

que:1<a, <e<b, .

e On a la fonction f est continue et strictement décroissante sur 'intervalle ]0; 1]

Donc la fonction f est une bijection de 'intervalle ]0; 1] vers I'intervalle f(]0;1[) =]—o0; 0]

Puisque n ¢ f(]0;1[) donc n n’a pas d’antécédent par la fonction f sur ]0;1[

e On a la fonction f est continue et strictement décroissante sur U'intervalle |1; e]

Donc la fonction f est une bijection de I'intervalle |1; e[ vers 'intervalle f(]1;e[) =]e; +o0],
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puisque n € f(]0;1[) car n > 3 donc n a un antécédent unique a,, par la fonction f sur
J1;ef

e On a la fonction f est continue et strictement croissante sur 'intervalle |e; 00|
Donc la fonction f est une bijection de 'intervalle Je; +00| vers Uintervalle f(Je; +oo|) =
le; +ool,puisque n € f(Je;+oo]) car n > 3 donc n a un antécédent unique b, par la

fonction f sur |e; 00|

Alors | (Vn > 3, (F) admet exactement deux solutions a,, et b, tel que 1 < a, <e<b, .
n n n n

PARTIE 11

Etude des deux suites (a,,) et (b,)

n>3 n>3 °

1 - Montrons que : (Vn >3); b, >n, en déduire la limite de la suite (b,) _,
Soit n € IN tel que n > 3

Onab, >e = In(b,) > In(e)

Donc In(b,,) > 1

D’ou nln(b,,) > n

Puisque b,, est solution de (E) alors b,, = nln(b,,)

Alors‘(Vn >3)b,>n ‘

Ona (Vn>3)b, >net lim n=+o0

n—-+oo

Alors | la limite de la suite (b,) _, égale a +00

2 - a) Montrons que la suite (an)n2 5 est décroissante, en déduire qu’elle est convergente.
Soit n € IN tel que n > 3
Ona f(a,)=n f(a,.1)=n+letn+1>n
Done f(a,.,) > f(a,)
Puisque a,, € [1;€] et a,,.; € [1;¢€] et la fonction f est strictement décroissante sur [1;e]
Alors a,, < a,,.

Donc (Vn > 3) a,, < a, .,

Par suite | la suite est (a,) _. décroissante
n>3

On a la suite est (an)n> 5 décroissante et minoré par 1

Donc ‘ elle est convergente. ‘

1
b) Montrons que: (Vn>3); — <lIn(a,) < °
n n
Ona(Vn>3)1<a, <eet (Vn>3)a, =nln(a,)
1 e
D Vn>3) — <1 < —
onc (Vn > 3) - n(a,,) -
Par suite (Vn > 3) en < a, <ewn

. . 1 . € .
Puisque lim e» =e® =1 et; lim e» =€’ =1 alors lim a, =1
n—+o0o n—-+o00 n—-+00
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c) Montrons que : lim af! =e.
n—+00

On a (Vn > 3) a,, =nln(a,)
Donc (Vn > 3) al! = e

Puisque lim a, =1 et la fonction z = e” est continue en 1
n—+00

Alors| lim a? =e! =e.

n—-+0o00

Exercice 5 : (3 pts)

T

On consideére la fonction numérique F définie sur 'intervalle [0; +-oc[ par : F(z) = e / e tdt

0

2

1 - a) Montrons que: (Vz >0); 0< F(x) <ze ™ .

On a

(Ve >0)(VteR) 0<t<s = —2?2<—t2<0

T 42 x
Alors (Vz > 0) Og]{; e tdt<f0 1dt

Donc  (Vz > 0) 0<f0

Par suite | (Vo > 0); 0< F(z) < ze ™ .

~—
CD\
8
&
IN
CD\
8

b) e Montrons que : (Va > 1
Soit x > 1

On a

Donc | (Vz >1); e* <e*

e Déduisons la limite de la fonction Fen +oco .

2

Ona (Vzx>1); e* <e*et (Vz>0); 0<F(x)<ze ™ .

Donc (Vz>1); 0< F(x) <xze ™.
x

Puisque lim ze ™™ = lim — =0
T—+00 z—+oo et
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Alors | lim F(z) =0

T—+00

0,5 pt 2 - Montrons que la fonction F'est dérivable sur l'intervalle [0; +oo[ et que : (Vx >0) F (z) =
e 2’ —27vF(x) .
€T
Ona (Vo >0) F(x) = e“”z/ e tdt
0
Ona zr —22 et x — e sont dérivables sur R
Alors la fonction z — e~ est dérivable sur R ,en particulier sur Pintervalle [0; 00|
x
Onatr e est continue sur [0; +oo[ ,donc z > / e ¥dt est dérivable sur [0; 4+o0] .
0
Alors la fonction F'est dérivable sur [0; +00[ comme produit de deux fonctions dérivable sur
[05 +00]
Et on a
(Vz >0) F'(z) = (e$2>// e tdt +e (/ etzdt>
0 0
xT
= —2ze " X / e ’dt + e x e’
0
= —22F(x) + e 2
Alors | (Vz > 0) F'(z) = e 2" —2zF(x) .
3 - On considéere la fonction G définie sur I'intervalle {0; g} par :
, T
G(x) = F(tanz) si 0 <z < 5
T
G(z)=0
&)
0,25 pt a) Montrons que la fonction G est continue a gauche en g .
On a lin% G(z) = lirglr F(tan(x)) =0
7«'"5 wﬁ§
T T
< 2 < 2
Car lim tan(z) = +oo et lim F(x) =0
E T—+00
w~>2
T
x< 2 -
Alors hr% G(z) = G(§)
ac~>2
T
x< 2
Donc |la fonction G est continue & gauche en g .
0,75 pt b) Montrons qu'il existe un réel ¢ de Pintervalle |0; +o0[ tel que : F'(¢) = 0 et que :
67262
Flc) =
(€)=~
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On a

e la fonction G est continue sur l'intervalle ]0; g[ comme composé de deux fonctions
continues

e la fonction G est continue a gauche en g .

e la fonction G est continue a droite en 0 .

Alors la fonction G est continue sur l'intervalle [0; g] comme composé de deux fonctions
continues

et on a la fonction G est dérivable sur l'intervalle ]0; g[ comme composé de deux fonc-
tions dérivables

et ona G(0) =0 et G(g) =0

Donc d’apres le théoreme de Rolle il existe un réel ¢; €]0; g[ tel que G'(¢;) =0
Ona (Vx €]0; g[ G’ (x) = (14+tan?(x))F’ (tan(z)) donc G’ (¢;) = (1+tan®(c;))F’ (tan(cy))

Puisque 1 + tan? = 0 alors F”(tan(c,)) = 0

Posons ¢ = tan(c,) avec ¢; €]0; g[
Alors F’(c) =0 On a ¢, €]0; g[ = ¢ € tan(]0; g[) =]0; +o00]
Par suite ‘il existe ¢ €]0; +o0[ tel que F'(c) =0 . ‘

Puisque (Vz > 0) F'(z) = e 2" —22F () .

M)

Alors F'(¢) =0 e 2 —2cF(c) =0
e—2c

Donc | F(¢) =

2c

On consideére la fonction numérique H définie sur ]0; +oo[ par : H(z) = F (z)— .

a) Montrons que la fonction H est strictement décroissante sur ]0; +o0] .

2

Onazxi F'(z) et z+s, 57 sont deux fonctions dérivables sur ]0; o0
C 2%

Donc la fonction H est dérivable sur ]0; 40|
x

Etona (Vx >0) H (z) = F"(x) x % + (62) x F'(x)

On a (Vo >0) F/(z) = e 2" —20F(z) = F’(r) = —dxe 2" — 22F’ (x) — 2F ()
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Par suite

x2 2 CCQ .’L'Z
/ _(_ —2z2 / o ei 4x“e® — 2e ,
(Vz > 0) H'(z) = (—4ze 2zF’ (z) — 2F (x)) X oy v % F'(x)
> . F(x)e” . F'(x)e”
— —9e _ F'(z)e — Y L pr(g)ent — 1T
e (x)e . + F'(xz)e 52
= 2"~ & (22F(z) + F'(2))
x
— et _ Ty g2
x
2 1
= (2+-—)<0
e ( + 2952) <

Alors ‘ la fonction H est strictement décroissante sur ]0; +o00] . ‘

b) Déduisons que c est unique .
Ona (Vz>0) F'(z)=0 < F/(x)i < H(x)=0
Puisque F’(c) = 0 alors H(c) = 0 donc 'équation H(x) = 0 admet au moins une solution
dans ]0; +oof .
Or la fonction H est continue et strictement décroissante sur |0; 00| .
Donc équation H(x) = 0 admet une solution unique dans ]0; +oo] .
Puisque ¢ est la solution de 1’équation H(z) = 0 dans |0; +oof .
Alors

e le tableau de variations de F'.

Soit x € ]0; +o0] .

ona 0<z<c = H(z)>H(c)
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et *>c = H(c)> H(x)

= 0> H(x)

2

= 0> F/(.ac)ez—glj

= 0> F (z)

Alors le tableau de la fonction F est comme suit :

x 0 c —+00
F'(z) + 0 -
Flc)
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MATHEMATIQUES

Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant I’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ................. ... ... ... 3.5 points
— Exercice 2 : Arithmétiques .......... ... .. ... . ., 2.5 points
— Exercice 3: Nombres complexes ............ ... . il 4 points
— Exercice 4 : Probleme d’analyse ............. ... .. ... . i, 6 points
— Exercice 5 : Probleme d’analyse ............ ... .. i il 4 points

& On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z
& In désigne la fonction logarithme népérien.




Examen du Baccalauréat session rattrapage 2011

Exercice 1 : (3.5pts)

Ty
zy+(1—z)(1—-y)

Soit x et y deux nombres de l'intervalle I =|0, 1[, on pose = * y =

0.5 pt 1 - a) Montrer que x est une loi de composition interne sur I.
0.5 pt b) Montrer que la loi * est commutative et associative.
0.5 pt c¢) Montrer que (I, *) admet un élément neutre a déterminer.
0.5 pt 2 - Montrer que (I, *) est un groupe commutatif.
3 - On consideére les deux ensembles suivants : H = {2"/n € Z} et K = {2n n 1/n € Z}
0.5 pt a) Montrer que H est un sous-groupe de (R, x).
b) On considére l'application ¢ définie par : o : H — 1
1
v rz+1
0.5 pt Montrer que Papplication ¢ est un morphisme de groupes de (H, x) dans (I, *).
0.5 pt c) Déduire que (K, *) est un sous groupe du groupe (I, *).
Exercice 2 : (2.5 pts)
Soit x un nombre entier naturel vérifiant 10* = 2[19].
0.25 pt 1- a) Vérifier que : 10**1 = 1[19].
0.5 pt b) Montrer que : 10*® = 1[19].
2 - Soit d le pged des nombres 18 et x + 1
0.75 pt a) Montrer que : 10% = 1[19].
0.5 pt b) Montrer que : d = 18.
0.5 pt c) Déduire que : z = 17[18].
Exercice 3 : (4 pts)
Partie I :
On considére dans ’ensemble C, ’équation suivante (E) : 2% — (1424)22 +3(1+4)z —10(1+14) = 0
0.5 pt 1 - Vérifier que —2i est une solution de 1’équation (E).
0.5 pt 2 - Déterminer les deux nombres complexes a et 3 tels que :
VzeC, 22— (1+2i)22+3(1+i)z—10(1 +14) = (2 + 20)(2* + az + B)
0.5 pt 3 - a) Déterminer les deux racines carrées du nombre 5 — 12i.
0.5 pt b) Résoudre dans C I’équation (E).
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Partie IT :
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct.

On consideére les points A, B, et C d’affixes respectifs a = -1+ 3i, b= —2i et c =2+ 1.

0.5 pt 1 - Montrer que le triangle ABC est rectangle isocele en C.
2 - On considere la rotation R de centre B et d’angle g et la rotation Ro de centre A et d’angle
_TW. Soit M un point du plan complexe d’affixe z et M; son image par la rotation R; et
M> son image par la rotation Re
- . . 1+4+iv3 )
0.5 pt a) Vérifier que I’écriture complexe de la rotation Ry est 2’ = (f) 2 —/3 —i.
0.5 pt b) Déterminer zo laffixe de My en fonction de z.
0.5 pt c) Déduire que le point I, le milieu du segment [M; Ms], est un point fixe.
Exercice 4 : (6 pts)
Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle |0; 00| par f(x) = z + In(z) et soit (C) sa
- = =
courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, J ) ( On prend : [|i]| = ||j]| = lcm)
1 pt 1 - Calculer les limites suivantes : lim f(z), lim f(z), lim f(@) et lim (f(z)—x).
T——+00 T 0+ "r5Foo T——+00
0.25 pt 2 - a) Donner le tableau de variation de la fonction f.
0.75 pt b) Montrer que f est une bijection de I'intervalle |0; +oc[ vers un intervalle J & déterminer,
puis donner le tableau de variation de la bijection réciproque f~1.
0.75 pt 3 - Calculer f(1) et f(e) puis construire (C) et (C’) la courbe représentative de la fonction f=1
- =
dans le méme repere (O, 1,] )
1+e
0.5 pt 4 - a) Calculer 'intégral f~Yx)dz. ( On peut poser : t = f~1(z))
1
0.5 pt b) Déduire l'aire du domaine plan limité par (C~1) et les droites x = 1, x = e+ 1 et y = .
5 - pour tout entier naturel non nul n, on considére I’équation (E,): z+Inz =n
0.25 pt a) Montrer que I’équation (E,) admet une unique solution x,.
0.5 pt b) Déterminer la valeur de x; puis montrer que lim =z, = +00
n—-+o0o
0.5 pt 6 - a) Montrer que (Yn € N*); f(xy,) < f(n) puis déduire que (Vn € N*); z, <n.
0.5 pt b) Montrer que (Vn € N*); n—Ilnn <z,
0.5 pt c) Calculer les limites suivantes : lim ( ) et lim (>

n—-+oo n n—+oo \n — Inn
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Exercice 5 : (4 pts)
Soient n un entier non nul et f, une fonction numérique définie sur R par :

x? "
=1 B T
fn(2) taod ot

0.5 pt 1 - Montrer que pour n > 2, il existe un unique réel o, de I'intervalle ]0; 1 tel que fy,(ay,) = 0.
0.75 pt 2 - Montrer que la suite (ay,)p>2 est strictement décroissante et déduire qu’elle est convergente.
1 t"
0.5 pt 3-a) Vérifierquepourt#1,0Ona:1+t+t>4 . 4t 1= 1T 1—¢
2 3 n an  4n
0.5 pt b) Déduire que ozn+(an>+(an)+---+(an):—ln(1—ozn)—/ dt.
2 3 n Jo 1—t
an N
0.5 pt 4 - a) Montrer que : (Vn>2); 1+1In(l —a,) = —/ . tdt.
0 _
an n
0.5 pt b) Montrer ue:Vn>2;0</ dt < .
P ) aue: (n=22); 0< | 3 d < Coya o
0.75 pt c) Endéduirequel=1—etoul= lim a,.
n—-+o0o
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ROYAUME DU MAROC

Correction

Baccalauréat Sciences Mathématiques

Session : Ratrappage 2011

MATHEMATIQUES

Exercice 1 : (3.5pts pts)

1- a)
a- * loi de composition interne dans I :
V(z;y)eI?: (1—2)(1—y) > 0,2y >0
=V(zy) el ay+ (1—xz)(1—y) >y
1 1
< _
wy+(1—z)(l-y) ay

Ty
ry+ (1 —2)(1—y) <!

= V(my) el?:0<zxy<l1
= V(z;y)€el?:xxyel

= V(r;y) €I1?:0<

= V(r;y) €1?:0<

b) * est une loi commutative dans I Soit x et y dans I =]0;1]:
xy
zy+(1—z)(1-y)

V(z;y) €I? vy =

* est une loi associative dans I

T
Soient z;y et y dans I V(x;y;2) € I3 : (z*y) * 2 = Y * 2

vy +(1—z)(1—y)
TYZ
Ty (i-—2)(1-y)
wy+(1mfgjrz)(lfy) + (1 B my+(1fi/)(lfy)> (1—2)
TYZ
ryz+ (zy+ (1 —2)(1 —y) —2y)(1 — 2)
- TYz
Cayzt+ (1—2)(1—y)(1—2)

D’autre part :

V(wy;z) €I iwx(yxz) = (y*2)*x

_ Yz
yzz + (1 —y)(1—2)(1 —2)

B TYZ

Cayzt+ (1—2)(1—y)(1—2)

= (wxy) %z
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c) Soit e un élément neutre de la loi * dans

(Veel) zxe=uzx

(:)(vxEI)xevL(l—x)(l—e) -7
< (Vzel) me—i—(l—ex)(l—e) =1

& Veel) e=ze+(1—z)(1—e)
& Vel el—xz)—(1—z)(1—e)=0
< Vzel) 1—2)(2e—1)=0
< 2e—1=0
1
<~ 625

1
3 est ’élément neutre de la loi * dans [

2 - (I,x) est un groupe commutative
Soit x dans I et 2’ son symétrie par rapport a la loi

xx’

1
E3 = — & = —
Tt (l—a)(1—a) 2

1 1
s’ =-zxr'+-(1—x)(1—2a")
2 2
1

1
<:>§xa:’:§(1—:v)(1—m’)

sz’ =1—2 —x+ 22’

s =1—x€el

Donc pour tout z dans I admet un sémtrie x — 1 par rapport a la loi * dans [

* est une loi de compisition interne associative et commutative dans I
1
*x admet un élément neutre 3 dans [

Tout élément dans I admet un symétrie par rapport a * dans [
et parsuite (I, *) est un groupe commutative.
3 - a) H est un sous groupe du groupe (R*; x)
OnaHCR. et H#0 (car2€ H)
Soient z et y dans H
On a :

I(n;m) € 72 1 x = 2",y = 2™

—~3In-—mezZ: L =onm
y
:>£€H
y

b) ¢ est un homomorphisme de (H,x) vers (I,*) On a : ¢ (2" x 2™) = ¢ (2"t™) =

W D’autre part on a :

1 1
2TL 2m:
P20 x 0 (2") = T * T am
1

araare (1= mew) (1= m55m)
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1
L+ (1427 (1+2m) (35 ) (135w
_ 1
= Tizom
=@ (2" x 2™)

c’est a dire ¢ (2" x 2™) = @ (2") * p (2™)
c) K est un sous groupe de groupe (I, %)
Comme ¢ est un homomorphisme de (H, x) vers (I, *)
Alors ¢(H) est un sous groupe de (I, )
D’autre par on a : K = ¢(H)
I eH:x=p((2")
Sz e p(H)

Par suite K est un sous groupe de groupe ([, *)

Exercice 2 : (2.5pts pts)

1- a)
10T = 1[19] — {0
x est un réel vérifier 10”7 = 2[19]
Donc 10**1 = 20[19]
C’est a dire
107! = 1[19]
b)
108 = 1[19]
On a 19 est un nombre premier, alors d’apres le théoréme de Fermat on a :
101 = 10[19]
Comme 10 A 19 = 1 alors 10'® = 1[19]
2- a)
104 = 1[19]
Comme d = 18 A (x + 1), alors il existe deux entiers relatifs u et v tels que : d =
18u+ (z+1)v On a :
108 = 1[19]
10T = 1[19]
1018 = 1[19]
10@ v = 1[19]
1018u+(z+1)v = 1[19]
Par suite 10¢ = 1[19]
b)

d=18
On a d est un diviseur de 18, alors d € {1;2;3;6;9;18}
10 = 10[19] 102 =5[19] 103 = 12[19]
10° = 11[19] 10° = 11[19]
Comme 10 = 1[19] alors d = 18
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c) On ad divise z + 1 donc 18 divise x + 1

=dJke”Z:z+1=18k
=dJke”Z:z=—-1+18k
=z = —1[1§]

= & = 17[18]

Exercice 3 : (4pts pts)

Partie 1
1 - On pose
p(z) =23 — (1+2i)22 + 3(1 + 1)z — 10(1 + )
Ona:

p(—2i) = (—2i)3 — (1 + 2i)(—2i)% + 3(1 + i) (—24) — 10(1 + 7)
= 8i + 4(1 + 2i) — 6i(1 + 1) — 10(1 +14)
=8 +4+8 —61+6—10—10¢
=0
Donc —2i est une solution de (F)

2 - Déterminons « et [ tzls que

p(2) = (24 2i) (22 + az + B)

On a
p(2) = (2 +2i) (22 + az + B) = 2% + a2? + Bz + 2022 + 2iaz + 2if
=234+ (a+20)2% + (B + 2ia)z + 2if3
y (—z) 2i8 = —10(1 + 1)
2 a+2i=—(1+2i)
B =5i(1+1)
a=—1—-4i
Par suite :
a=—-1—4i, pf=-5+05¢
3 - a) Les deux racines carrés du nombre 5 — 12

x et y deux réels

(r+iy)? =5—12i & 22 — y? + 2ixy =5 — 12i

22—y =51y=—6

D’autre part on a :

|z +iy|* =15 — 12i] < 22 +y* =13

1'2 _ y2 =5
alors le couple (z,y) vérifier le systéme : { 22 + 9% =13
zy = —6

X2=9
Y2 =4
xy <0
Donc
(r;y) = (3;-2) ou (z3y) = (-3;2)

D’ou Les deux racines carrés du nombre 5 — 127 sont 3 — 2¢ et —3 + 23
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b) solution de I'équation (E) dans C

(BE) < (2+2i) (22— (1+4i)2 —5+5i) =0
S 2+2i=0,22—(1+4i)z2—5+5i=0

Soit A le discriminant du trinéme 2% — (1 + 4i)z — 5 + (4)

Ona:
A=(—(1+4i))2—4x1x(=5+5i) =5—12i
= (3 —2i)?
14+4+3—2 1441 —34+ 2
(E)<:>z:—2iouz:¥ouz:¥
Sz=—2touz=2+iouz=—-1+4+3
S ={-2i;2+i;—1+ 3i}
Partie 1T
1 - ABC est un triangle rectangle et isocele en C
On a:
a—c —1+3i—2—i —3+2 3—-2i (3—2i)i
b—c  —2—2—4  —2-3 2+3i 2i—3
Donc
CA |a—c| ja—c ,
CB |b—c| b—c
f—— a—_cC . T
(CB;CA) = arg (bf) [27] = arg(—i)[27] = —5[27r]
2 - a) Formule de la rotation R, On a :

IERVE]

R : Z—b=eé5(z=b) o= <+z> (2 +2i) —2i

2 2

&2 = (1+i\/§>z—\/§—i

2

b) Z, affixe du point M, en fonction de z :

2+ 1—3i=e% (z2+1—30)

1 3
& 2y = (—2—1"2[) (z+1—3i)—1+3i

&2y = — <1+2Z\/§) z—(1—3i) <3+21\/§>

c) [ est le milieu de segment [M; M,] est constante
Soit z; l'affixe du point M,

I est le milieu de segment [M;M,] = 2z; = z; + 2z

2

= 2z; = (1+i\/§>z—\/§—i+—<

:22«[:—\/5—@’—(1—3@’)(

Donc l'affixe du pint I est constante, et par suite I est constante.

343
9

)
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Exercice 4 : (6pts pts)
1 - Calcule des limites
lim f(z) = lim (z+1Inz) = —o0
x—0* z—07T
S I) = Bl 4 Ine) = oo
1m'm”=1m.ﬁ+m“>:1
r—+o0c0 I T—+00 €T
L , 1 z4+1
2 - a) Tabeau des vartiations (Vz €]0;+o0]) : f'(z) =14+ — = >0
X X
T 0 +00
/() +
400
/(@) /
—00

b) f est une bijection

On a la fonction f est continue et strictement croissante sur |0; +o00], donc f est bijection

de ]0; 4+o00[ vers R.
Tableau de variation de f~*

T 0

@)

3 - Construction de (C;) et (Cj-1)

f)=1+h1=1
fle)=e+ne=e+1
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e+1
4 - a) Calcule de l’intéfrales/ fH(z)dx
1

Posons f’(t)dt = dx , donc f(t) = x c’est a dire f'(t)dt = dx
En utilisant I'intégration par partie :

- —L(2)dx = Y dt = - ’ d
/1 (@) / L (£)dt = ()] / Ft)dt

¢ ‘
=ele+1)—1— [Q—I-tlnt—t}
1

2
1
— p2 _1_67_,
e“ +e 5 5
€2+ 3
= — e — —
2 2

b) Calculons l'aire de la partie comprise entre (C) et les droites d’équations respectivement
r=letz=e+lety==x

5- a) (F,) admet une solution unique z,, :
Ona:(E,) < f(x)=n
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La fonction fest un bejiction de |0; +o00[ vers R, donc ’équation (E,,) admet une solution

uniqge z,,.
(B flz)=1ez=1
Donc
l‘l == 1
b) lim z, =+o0
n—-+0o
Soit A € R,
On a f(z,) = n donc HEIPOO flz,) = nginoon = 400

selon la définition de cette limite, on a (VB € R})(AN e N*) : n > N — f(z,,) > B
On prend B= f(A+1)>0 f(A+4+1) > f(1) =1 car f est croissante

=z,>A+1
=z, > A
Cela signifie que nl_i}I_I‘_loo x, = 400
6- a)
(¥n € N*) : f(a,) < ()
(Vn € N*) : ln(n) >0
= (VneN*):n+In(n) >n
= (VneN): f(n) = f(z,)
(Vn € N*): f(n) = f(z,)
Et comme f est croissante alors
(VneN*):n>uz,
b)

On a:

= ( ):In(z,) <lIn(n)

= ( )z, +In(z,) <z, +In(n)
= (VneN*): f(z,) <z, +1n(n)

= ( ):n <z, +In(n)

= ( )

:n—In(n) <=z,

c) Calcule les deux limites :

T, —n
lim L lim =2
n—oo N — ln(n) n— oo n
On a
(VneN*):n—In(n) <z, <n
1 _
= (Vn e N¥) : n(n)gxn nSO
n
—1
= im0
n—00 n
= lim 22" =
n—o0 n
On a x T, —n n
v N*) n — n
(¥n € N') n—In(n) n—In(n) + n —In(n)
T, —n n n

n

nn— In(n)  n—In(n)
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Et comme lim _n—()et lim Lzl
n—00 n n—>oon—]n()
Alors .
lim —2 —=0x1+1=1

n—oo n — In(n)

Exercice 5 : (5pts pts)

1 - La fonction f,, est continue sur ]0; 1] Car est un polyndme.
Soit = dans ]0; 1]
fllxy=14+az+22+...+2" 1 >0
Donc la fonction f,, est strictement croissante sur ]0; 1]

D’autre part, on a :

fu(0)=—1<0

1 1 1 1
o) ==1+14+-++—=1+-+-+—->0
2 n 2 n
= f,(0) x f,(1) <0
donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un nombre unique «,, dans ]0; 1]
tel que f,(a,,) =0

2- (ay), ., est strictement décroissante. On a :

(Vo €0i1]) ¢ fonr@) = —1 4o+t Ty T
x : : x) = — T+ -—++— :
’ n+l 2 n n+1

l,nJrl

c’est & dire
(Vo €]0;1]) = fria(x) > £ ()
Comme
(¥n >2) : a,y €]0:1]
Alors
(Vn 2 2) : fn+1 (an—H) > fn (an+1>
= (VTL Z 2) : fn (an) > fn (an+1>

= (Vn>2):a, >a,,

fn+1 (an+1) =0= fn (an)

(c,,) est converge.
La suite (a,,) est décroissante et minoré par 0 alors elle est convergente.

3 - a) La suite n — t" est une suite géométrique de raison ¢ (t+1)
Alors
RTIL SN SO D el A S
C1—t 1—t 1—t

n *n dt On tndt
Ft+t2 ottt dt= [ —— —
i 1 2 ™) dt
| o1t J, 1t

2 o U gt
S|t+—+-+—| =|—In(1—t]y
2 nJ, 0 1—¢

a,? a,” n t"dt
=, +—/—+-+ =—In(l1—a,)
2 n o

b) Ona:
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o rdt
1+1In(1— =
Fm(i—a,) = [
On a : ,
o a, ™ Fn gndt
noog n_o_— _p(1—
nt Tty n( O‘>/1—t
t"dt
S fula) +1=—In(1—a,) /
0
a1t In(l—a,) = / i"d
n(l—«
1-—t
fo () =0
¢ thdt 1
(‘v’n22):0§/ n <
b 1=t~ (1—a,)(n+1)
Soitm > 2, ona:
0<t<a,=-1<t—1<a,—1
=1-q,<1-t<1
=20<1l—q,<1—-t<1
1 1
=7 > —
—ozn 1—-1¢
t"’l/
=0<
1—25_1—(1
/ t"dt / t"dt
o l1—0a,
< " nat
/OH =
n t™dt 1 n
/ < / t"dt
by 11—t 7 1—a, J
/ n "t 1 |:tn+1 :|an
<
o 1-t7 7 1—-0a, [n+1 0
/nt”dt 1 a,, "t
< X
y, 11—t " l1l—a, n+l
:>0</0‘ t”dt< 1
b 1=t 7 (I1—-a,)(n+1)
c) atl <1
(=1—¢t
On a
0</a" t"dt < 1
b 1—-t7 (1—-a,)(n+1)
Comme
li L 0
im =
n—oo (1 - an) (7’L + 1)
Alors J
> tndt
lim n =0
n—00 1—t¢
C’est a dire
lim 1+In(l—a,)=0
n—o0
D’autre part, on a :
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(Vn>2):a, €]0;1[= £ € [0;1]
La suite (v, ), >o est strictement décroissante alors £ < oy <1
C’est a dire £ € [0;1]
La fonction z +— 1 + In(1 — ) est continue sur [0; 1] i.e elle est continue en £
et par suite
nli_)rglol—kln(l—ozn) =1+In(1—2¢)
=0=1+In(1—¢)
= —1=1In(1-1Y)
sel=1-/
=>/(=1—¢"1
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Exercice 1 : ( 3.5 pts ) les parties I et II sont indépendantes

I- Dans Panneau unitaire (Ms3(R), +, x), on considere les deux matrices

\/52_ Lo o 100
0 1 1 0 01
0,75 pt 1 - Calculer I — A et A2,
0,5 pt 2 - En déduire que A admet une matrice inverse que ’on déterminera.
II- Pour tout a et b de Vintervalle I =]1;+o0[, on pose a * b = Va2b? — a — b2 + 2.
0,25 pt 1 - Vérifier que V(z,y) € R? ; 2%y —2? -2 +2=(22 - 1)(y* - 1) + 1.
0.5 pt 2 - Montrer que * et une lois de composition interne dans I.
3 - On rappelle que (R**, x) est un groupe commutatif.
- e R T
On considere I'application
— z+1
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R*", x) vers (I, *)
0,25 pt b) En déduire la structure de (I, ).
0,75 pt c) Montrer que ’ensemble I' = {y/1 + 2™ / m € R} est un sous groupe de (I, *).
Exercice 2 : (3.5 pts ) les parties I et II sont indépendantes
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;u;v)
I- Soit @ est un nombre complexe non nul, on considere dans C I’équation
(B):iz2+ (2—i)az— (1+1i)a* =0
0,75 pt 1 - Déterminer z; et z3 les solutions de 1’équation (FE).
0,25 pt 2 - a) Vérifier que : z129 = a2(z’ —1).
-3
0,5 pt b) Montrer que : 2122 est un nombre réel <= arg a = ?W B]
II- Soient ¢ un nombre réel non nul et z un nombre complexe non nul
On considere les points A, B,C, D et M d’affixes respectives 1, 141, ¢, icet z.
0,5 pt 1 - a) Montrer que A, D et M sont alignés <= (ic+1)z+ (ic—1)z = 2ic (remarquer que ¢ = ¢)
0,5 pt b) Montrer que : (AD) L (OM) <= (ic+ 1)z — (ic— 1)z = 0.
2 - Soit h laffixe du point H, le projeté orthogonal du point O sur (AD).
0,75 pt a) Montrer que: h — (1+1i) = E(h — o).
c
0,25 pt b) En déduire que (CH) L (BH).
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Exercice 3 : ( 3 pts )

1 - On considére dans Z? I'équation (F) : 143z — 195y = 52

0,5 pt a) Déterminer le plus grand commun diviseur de 143 et 195, puis déduire que 1’équation
(E) admet des solutions dans Z?.
0,75 pt b) Sachant que (—1;—1) est une solution particuliere de 'équation (E), résoudre dans 7>
I’équation (F) en précisant les étapes de la résolution.
2 - Soit n un entier naturel non nul premier avec 5.
0,5 pt Montrer que pour tout k de N, on a n*f = 1[5].
3 - Soient x et y deux entiers naturels non nuls tel que = = y [4].
0,5 pt a) Montrer que pour tout n de N*, on a : n* = nY[5].
0,5 pt b) En déduire que pour tout n de N*, on a : n* = nY[10].
4 - Soient x et y deux entiers naturels tel que (z,y) est solution de ’équation (E).
0,25 pt Montrer que pour tout n de N*, les deux nombres n” et nY ont le méme chiffre des unités
dans I’écriture dans le systeme décimal.
Exercice 4 : (5.5 pts)
n est un entier naturel non nul.
On considére la fonction numérique f,, définie sur R par : f,(z) =z + 6:6
Soit (C),) la courbe représentative de f,, dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; i, j)
0,5 pt 1 - Calculer xgglwfn(x) et wggoofn(:v)
0,5 pt 2 - a) Etudier la branche infinie de (Cy,) au voisinage de —co.
0,5 pt b) Montrer que la droite (D) d’équation y = z est une asymptote oblique a la courbe (C,,)
au voisinage de +o0o, puis déterminer la position relative de (Cy,) et (D).
0,75 pt 3 - Etudier les variations de frn et dresser son tableau de variations.
0,75 pt 4 - Construire la courbe (C3). (On prend f3(—0,6) ~ 0 et f3(—1,5) ~0et In3 ~1,1)
0,25 pt 5 - a) Montrer que pour n > 3 on a : % <Inn
1 pt b) Montrer que pour n > 3 I’équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions x,, et y,
telles que : ¢ < —Inn et %e <yn <0.
0,5 pt c) Calculer nll)l}rlooxn et nli)rilooyn.
6 - On consideére la fonction numérique g définie sur [0, +oo] par : g(@) = -l-zhe ;>0
9(0) = -1
0,25 pt a) Montrer que la fonction g est continue & droite au point 0.
0,25 pt b) Vérifier que pour n >3 ona: g <;j> = 1;1:
0,25 pt ¢) En déduire ngrfool;l:
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0,25 pt

0,5 pt

0,75 pt

0,75 pt

0,5 pt

0,75 pt

0,75 pt

0,25 pt

Exercice 5 : (4.5 pts)

On consideére la fonction numérique F' définie sur [0;1] par :

1 In(1+2x)

F0)=1 et F(z)=—— 52 si x>0
x x

1 1
< <1
142z 142t

1 - Soit z un élément de [0; 1], montrer que pour tout ¢ de [0;2] on a :
2 - Soit x un élément de |0;1

]
2 [t

a) Montrer que F(x) = —2/ mdt.
= Jo

1
b) Montrer que . < F(x) <1, et en déduire que F est continue a droite en 0.

+ 2%

3 - En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout z de [0;1] on a :

Y 2 RN
/7dt: x +2/ <) dt
o 1+ 2t 1+ 22 0 1+ 2t

4 - Soit z un élément de ]0;1]

4 (70t 2
a) Montrer que F'(z) = /0 ( ) dt

a8 1+2t
—4 —4
b) Montrer que 3 < Fl(z) < 301 02)? (on pourra utiliser le résultat de la question 1)
c) En appliquant le théoréme des accroissements finis & la fonction F' sur [0; ] montrer que
;4<F(x)—F(O) < —4
3 x 3(1 + 2z)?

d) Déduire que la fonction F' est dérivable a droite en 0 en précisant son nombre dérivé a

droite au point 0.

FIN
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0.5 pt

Exercice 1 : (3.5 pts)

Les parties I et II sont indépendantes

I- Dans I'anneau unitaire (Mz(R), +, %), on considére les deux matrices :
Viol o 100

2
A= 0 —92 1 et [ = 01 0
0 1 1 001

1 - Calculons I — A et A2.
1 00

2 2
e /-A=|01 0 |— 0 9 1 | = 0 3 1
0 0

3—v5 3—5

2
D’Ofl, I — A= 0 3
0

@)
=

0

—

2
ot A% = 0 3 1
0

—1 0 -1 0

2 - Déduisons que A admet une matrice inverse et déterminons sa matrice inverse.
On a d’apres la question précédente A2 =1 — A, donc I = A? + A
Alors A A+ 1) =A?+A=Tet (A+1NA=A2+A=1
Donc A(A+I)=(A+1)A=1
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V5 2+ 0 0
D’ou, | A admet une matrice inverse et sa matrice inverse est A + I = 0 1 1
0 1 2
- Pour tout a et e 'intervalle I =|1; +o00[, on pose : a * b = va —a* — b=+ 2.
II-p b de I'i lle I =]1 p b=+a2b? —a? — b2 +2
0.25 pt 1 - Vérifions que V(z;y) € R%2%y? — 22 —¢? +2= (22 — 1)(y* — 1) + L.
Soit (z;y) € R%2. On a :
(> =D - D +1=ay’ -2 —y* +1+1
— a2y 22— y? 42
Do, | V(x;y) € R% 2%y — 2?2 — 2 +2= (22 - 1)(y> - 1)+ 1|
0.5 pt 2 - Montrons que * est une loi de composition interne dans I.
Soit (a;b) €]1;+00[% On a :
a>letb>1=a%>>1letb?>>1
=a2—-1>0etb>—-1>0
= (a2=1)(*—=1)>0
= (a2—-1)B*—-1)+1>1
=a?b?—a®>—b*+2>1
= Va2b? —a2 -2 +2>1
=axb>1
= a* b €]l;+oo|
D’ot, | * est une loi de composition interne dans I ‘
3 - On rappelle que (R} ; x) est un groupe commutatif.
. . p: RL =1
On considere 'application : .
x =V +1
0.5 pt a) Montrons que ¢ est isomorphisme de (R ; x) vers (I, ).
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Soit (x;y) € (R%)?. Ona: vz +1>1et/y+1>1,donc:

p(x)*p(y) = Vo +1xy/y+1
=+ )y+1)—(z+1)—(y+1)+2

=Vay+1

= p(z x y)

Alors ¢ est un homomorphisme de (R, x) vers (I, x)

Soity€I.Ona:p@)=yeVrt+tl=ysr=y>—1

Et puisque y > 1, alors y> —1 > 0, donc = € RY

Donc (Vy € I)(3lz € R%);¢(x) = y, c’est a dire ¢ est une bijection de R vers I et sa
et I =R

bijection réciproque est :
y myi-1

D’ou, | ¢ est un isomorphisme de (R, x) vers (I, %) |

0.25 pt b) Déduisons la structure de (I, *).
On sait que I'isomorphisme conserve la structure d’un groupe
Et on a : (R}, x) est un groupe commutatif et d’élement neutre pour la loi x est 1, et

1
chaque élément x a un élément symétrique —
x

Donc (I, %) est un groupe commutatif et d’élement neutre pour la loi * est | (1) = /2,

et chaque élément y & un élément réciproque sym(y)
Soit y € I, donc il existe x € R* tel que y = p(z) < ¢ 1 (y) =z < y? -1 =12
Alors :

sym(y) = sym (¢(x))

y2

Dol — 4=

0.75 pt c¢) Montrons que I'ensemble I' = {\/1 +2m/m € ]R} est un sous groupe de (I, x).
On a : I' est une partie non vide de I, car si m € Z alors /14 2™ € I.

MTM-Group (MathsForBac) 3/14 Option SM A & B




Session : NORMAL 2012

Soit v/1 + 2™ et /1 + 2" deux éléments de T.
On a:

1427
on

:\/(1—1—2’”) (1) —a+2m— (5 +1) +2

1 1
=\ gn F LA 42 T 2m 142

— 1/1_;'_2771—77,

V14 2m s sym(vV1 4 27) =1+ 2m %

Et comme /1 +2m" €T, alors v/1+ 2™ * sym(v/1+2") € T
Dou, |I' = {\/1 +2m/m € ]R} est un sous groupe de (I, %) .

Exercice 2 : (3.5 pts)

Les parties I et Il sont indépendantes
Le plan complexe est rapporté & un repeére orthonormé direct (O; i, ¥).
I- On consideére dans C Iéquation (E) : i22 +(2—1i)az—(1+i)a? = 0, oll @ est un nombre complexe

non nul.

0.75 pt 1 - Déterminons z; et z, les deux racines de (F).
Ona:A=(2-1i)%a?+4i(1+1i)a® = (4 —4i — 1+ 4i — 4)a® = —a® = (ai)?
Donc (E) admet deux solutions complexes z; et z, :
(1—2)a—ai —2a _ (i1—2)a+ai 2a(i—1) _
z2, = 57 =—; = et zy = 5 = 5 =a(l+1)
D’ot, |les deux racines de (F) sont : z; = ai et z, = a(1 + 1) ‘
0.25 pt 2 - a) Vérifions que : 2; X 2o = a?(i — 1).
Ona:z X2y=aixa(l+i)=a%(i+i?) =a?(i—1)
Dol |2y X 29 = a2(i — 1) |.
, 3mmw
0.5 pt b) Montrons que : z; X z, est un nombre réel < arg(a) = Y [5}
On a:
2 2
2z ><z2—a2\/§ —f—kii
2 2
3 3
= a?V?2 (cos (Zﬂ) + ¢ sin (—))
= a2\/§6 i
Donc :
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0.5 pt

0.5 pt

zy X 29 € R arg(z; X zy) = 0[n]

<:>a7”g< 2[64> 0[m
( ) arg(efi)EO[ﬂ

= arg + arg
3
& 2arg (a) + Zﬂ- = 0[n]
3
& 2arg (a) = —Zﬂ[ﬂ']
3

e =[]

3
Do, | z; X 25 est un nombre réel < arg(a) = —g [5} :

I1I- Soient ¢ un nombre réel non nul et z un nombre complexe non nul.

On considere les points A, B, C, D et M d’affixes respectifs 1, 1 + i, ¢, ic et z.

1 - a) Montrons que : A, D et M sont alignés < (ic + 1)z + (ic — 1)z = 2ic.

On a:
A, D et M sont alignés < (AD) || (AM)
—1
@,Z eR
c—1
(zl) z—1
< | = =
1c—1 ic—1
- z—1  z-—1
—ic—1 dc—1
& (z—1)(ic—1)=—(ic+1)(z—1)
& (Z—1)(ic—1)+ (ic+1)(z—1) =0
& Z(ic—1)—(ic—1)+ (ic+1)z— (ic+1) =0
< Z(ic—1)—ic+ 1+ (ic+1)z—ic—1=0
< (ic+ 1)z + (ic — 1)z = 2ic
D’ou, (ic+1)z+ (ic— 1)z = 210‘

b) Montrons que : (AD) L (OM) < (ic+1)z— (ic—1)Z=0. On a :
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(AD) L (OM) & —=

0’c —

@ ()=
ic—1/) ic—1

z —Z

162’1&

<

“ie—1  dc—1
& Z(ic—1) = z(ic+ 1)

& (ic+1)z—(ic—1)z=0

D’on,

(AD) L (OM) < (ic+1)z — (ic— 1)z =0

2 - Soit h laffixe du point H, la projection orthogonale du point O sur (AD).
0.75 pt a) Montrons que : h — (1 +1i) = E(h —c).
c
On a : H, la projection orthogonale du point O sur (AD), donc, (AD) L (OH) et A, D

et H sont alignés.
ic+1)h— (ic—1)h =0
Alors { ( ) ( )

(ic + 1)h + (ic — 1)k = 2ic
Donc 2(ic + 1)h = 2ic (par addition terme a terme)

Et on a:

2(ic + 1)h = 2ic < ich + h = ic

h
Sh+—=1 (ic #0)
ic
< h—1 :—ﬁ
ic
S h—1= th
c
Sh—1—i= %—z
S h—(144)= i
@h—(l+i)=;(h—c)
Do, h—(1+i):£(h—c).
0.25 pt b) Déduisons que : (CH) L (BH).
. [ ,
Ona:h—(l#—i):z(h—c),doncM:Z (h#¢)
c —c c
h— 1+ h—(1+:
Donc h=(49) € iR*, alors arg (1+39) = j:w[27r]
h—c h—c
C’est a dire, (UFI, ﬁ) = ig[Qﬂ]
D'ot, |(CH) L (BH) |
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0.5 pt

0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

Exercice 3 : (3 pts)
1 - On considére dans Z? I’équation 1’équation (E) : 143z — 195y = 52.
a) Déterminons le plus grand commun diviseur de 143 et 195, puis déduisons que I’équation
(E) admet des solutions dans Z?2.
On a: 195 =143 x 1 4+ 52 et 52 # 0, donc on continue
Et on a : 143 = 52 x 2 4 39 et le reste est 39 # 0, donc on continue

Et on a: 52 =39 x 1+ 13 et le reste est 13 # 0, donc on continue

Et on a:39=13 x 340 et le reste est 0, donc on aréte

On a : le dernier reste non nul est 13, et par suite ‘ 143 A 195 = 13

Alors il existe deux entiers relatifs u et k tel que 143u + 195k = 13

Si on considere v = —k alors 143u — 195v = 13

Et puisque 13|52, alors 143u — 195v|52

Donc 3t € Z/(143u — 195v)t = 52, c’est a dire It € Z/143ut — 1950t = 52
Donc 3(x,y) € Z*/143z — 195y = 52 (en posant x = ut et y = vt)

Do,

I'équation 143z — 195y = 52 admet des solutions dans 7> ‘

b) Sachant que (—1,—1) est une solution particuliere de 1’équation (E), résolvons dans Z.?
I’équation (F).
On a : (—1,—1) est une solution particuliére de I’équation (E)
Donc 143 x (—1) — 195 x (—1) = 52
Soit (z,y) la solution générale de (E), donc 143z — 195y = 52
Alors 143(—1 — ) — 195(—1 — y) = 52, c’est a dire 143(z + 1) = 195(y + 1)
Donc 11((x + 1) = 15(y + 1) (en simplifiant par 13)
Alors 11|15(y + 1), et puisque 11 A 15, alors 11|y + 1 (d’apres Gauss)
Et par suite, 3k € Z/y+ 1 = 11k, c’est a dire Ik € Z/y = 11k — 1
En remplacgant dans I'égalité 143z — 195y = 52, on trouve x = 15k — 1
Réciproquement, Vk € Z/143(15k — 1) — 195(11k — 1) = 52
Finalement, ’ensemble des solutions de 1’équation (E) est ‘ S={(15k—-1;11k—1)/k € Z} ‘

2 - Soit n un entier naturel non nul premier avec 5.
Montrons que pour tout k de IN on a : n** = 1[5].
On a : 5 est premier et ne divise pas n, donc n°~! = 1[5] (d’apres le théoréme de Fermat)

C’est & dire n* = 1[5], alors pour tout k de IN, (n*)* = 1¥[5]

D’ou | pour tout k de IN on a : n** = 1[5] .

3 - Soient x et y deux entiers naturels non nuls tel que = = y[4].

a) Montrons que pour tout n de IN*, on a : n® = n¥[5].

Ona:zx=yldledlr—y<eIkeZ/x—y=14k

MTM-Group (MathsForBac) 7/14 Option SM A & B




( N\
Session : NORMAL 2012
Alors, d’apres la question précédente, on a : n*~¥ = 1[5]
Donc n* x n~¥ = 1[5], et on sait que n¥ = n¥[5]
Alors n* x n™¥ x n¥ = xn¥[5], Donc n® = nY[5]
D’ou ’pour tout n de IN*, on a : n* = n¥[5] ‘
0.5 pt b) Déduisons que pour tout n de IN*, on a : n* = n¥[10]. Soit n € N*. On a :
— Si n est pair, alors n® et n¥ sont pairs, donc n* — n¥ est pair
— Si n est impair, alors n* et n¥ sont impairs, donc n* — n¥ est pair
Alors en tout cas, n® —n? est pair, donc 3k € Z/n* —nY = 2k
C’est a dire, 2|n* — nY, et on sait que n* = nY[5], donc 5|n” — nY
Alors 2 x 5|n® —nY (car 2 et 5 sont premiers entre eux)
Et par suite 10|n” —n¥, d’ou ’pour tout n de IN*, on a : n* = n¥[10] ‘
0.25 pt 4 - Soient x et y deux entiers naturels tel que (z,y) est solution de I"équation (E).
Montrons que pour tout n de IN*, les deux nombres n* et n¥ ont le méme chiffre des unités
dans I’écriture dans le systeme décimal.
Soit n € IN*.
On a : (z,y) est solution de I'équation (E), donc 3k € Z/x = 15k — 1 et y = 11k — 1
Alors x — y = 4k, et par suite x = y[4]
Donc d’apres la question 3)b) on a : n® = n¥[10]
D’ou, | les nombres n® et n¥ ont le méme chiffre des unités dans I’écriture dans le systéme décimal |
Exercice 4 : (5.5 pts)
n est un entier naturel non nul.
On considére la fonction numérique f,, définie sur R par : f,(z) =z + ?.
Soit (C),) la courbe représentative de f,, dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; i j)
0.5 pt 1 - Calculons xggloo fn(x) et xEIJPoo fn(x)
ol £ = i o+ S5 = i (e 4 1) = hoo
Car lim e*=0"et lim xe® =0~
z5—00 o——c0
+ Jm fule) = lim o S = oo
Car I]_l}gloo e*=0"
Dou, | lim fn(x) = 00 et ngw fn(x) = 400|.
0.5 pt 2 - a) Etudions la branche infinie de (C,,) au voisinage de —oo.

11
Ona: lim f,(z)=+ocoet lim In(2) = lim 1+ —— = —o0. Car lim ze” =0~
T——00 rz——00 I T——00 rxertn T——00
D’ou,

’ (C,,) admet une branche parabolique de direction ’axe des ordonnées au voisinage de —oco |.
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b) e Montrons que la droite (D) d’équation y = z est une asymptote oblique a (C,,) au

voisinage de +oo.

Ona: lim f, () =400 et liIJP fo(x)—z =
T—+00

r—+00
Do,

—x

. € . _
lim — =0".Car lim e *=0"
r—=+0c0 N T—+00

‘La droite (D) d’équation y = x est une asymptote oblique & (C,,) au voisinage de +00 |.

e Déterminons la position relative de (C,)) et (D).

—x

Soit x € R. Ona:fn(x)—a::%>0
D’ot, | (C,,) est au dessus de (D) sur R ‘

3 - Etudions les variations de f,, et dressons son tableau de variations.

SoithR.Ona:fé(x)zl—e—:
n n

n—e

(&

Et fi(x) =0« 2z=—lnnet f,(r) >0 2z >—Ilnnetona: f, (—Inn) :1n< ) Alors,
n

on obtient le tableau de variations suivant :

x —00 —lnn +0o0
[ (@) - 0 +
+00 +00
f(x) () _—
n

4 - Construisons la courbe (Cj).

e
5 - a) Montrons que pour tout n >3 ona: — < Inn.
n

On considere la fonction h définie sur ]0; +oo] par :

On a : h est dérivable sur ]0; +oc], et on a : pour tout x de |0; +o00[, h'(z)

Alors, h est strictement croissante sur ]0; o0

e
h(z)=Inz — —
(r) =Inzx .

_m—i—e

>0
22
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0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

Donc h(3) est la valeur minimale de h sur [3; +o0[
Alors, Va € [3;+oo[; h(z) > h(3) > 0 (car h(3) ~0,2)

Donc Vz € [3; 4o0[; h(z) > 0, Et par suite, Vo € [3;+oo[;Inz > ¢
T

e
D’ou, |pour tout n >3 ona: — <Inn|
n

b) Montrons que pour n > 3 I'équation f, (x) = 0 admet exactement deux solutions z,, et
y,, telles que : z, < —Inn et —% <y, <0.
e On a: f, est continue et strictement décroissante sur | — co; —Inn]
Donc f,, est une bijection de | — oco; —Inn] dans f,, (| — oco; —Inn]) = [ln (%) ;+oo[
Etona:pourtoutn23,0<%<l, doncln(%) <0
Et par suite 0 € }ln (%) ;—l—oo[
Alors, 0 admet un unique antécédent z,, dans | — co; —Inn] par la bijection f,

Do,

3z, €] — 00;—Innl; f,(z,) = 0|

e On a: f, est continue et strictement croissante sur [—Inn; —oo|
Et on a : pour tout n > 3 on alnn > E, donc —Inn < —% et —% <0
Alors {—%;O] C [~ Inn;—oo]
Et par suite, f,, est une bijection de [—%; 0} dans f,, <[—%; OD

1 - o
Et on a : d’autre part, f,(0) = — >0 et fn( e) :764_67
n n
e

n n
en e -

Or, pour tout n >3 ona: — <1, donc — < —, alors f, <—) <0
_n n n n

Et par suite, f,,(0) x f, ( - ) <0

Alors, d’apres le T.V.I. I’équation f,, (z) = 0 admet une solution unique dans ]—E; 0{
n

. (&
D’Ou, E“yn S ]_an{ﬂfn(yn) =0}

lcul li t 1 .
c) Calculons Jim et lim oy,

1
e Ona:z,<—Innet lim In|—|=—o0, Donc, | lim z, = —oc0|
n—+o0o n n—-+oo

oOna:—EgynSOet lim —Ezoet lim 0=0, Donc,| lim y,=0|
n

n—+oo n n—+oo n—+o0o

glz)=—1—zlnz;x >0
9(0) = —1

6 - On consideére la fonction numérique g définie sur [0; +o00] par :

a) Montrons la fonction g est continue & droite au point 0.
Ona: lim g(x) = lim (-1 —zlnz) = —1 = g(0)
n—0t n—0*

Do,

la fonction g est continue a droite au point 0 ‘

1 Inn
b) Vérifions que pour tout n >3 ona: g (——n> = —.
x z,

Soit n > 3. On a : d’apres la question 5)b), f, (x,) = 0 donc —z,, =

n

1
Alors —— = ne*», donc
mn
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1 x
g <_x7> = g(ne)
= —1—ne*r In(ne®n)
=—1—ne*(Inn+z,)
1
=—14+—(lnn+zx,)
:L‘TL
Inn
= 1+—+1
Inn
=
1 1
D’ou, |pour tout n >3 ona: g <——> _—
" T,
1
0.25 pt c) Désuisons lim s
n—-+oo x
1 " | 1
Ona:g (——) — 1 , donc lim 28— Jim g (——) =-—1
x" q:n n—+oo I, n—+o00 xh
1
— R ——
Car ngrfoca: = oo:>ngrfoc o =0" et nll_)IBl+g( x) = ¢g(0) 1
1
Dot | lim —= = —1|
n—+00 xn
Exercice 5 : (4.5 pts)
On consideére la fonction numérique F' définie sur [0; 1] par :
F(0) = 1 et F(x) 1 In(l142x) . 50
=let Flz) =~ — ————+Zsixz>0.
x 2x2
0.25 pt 1- Soit # un élément de [0;1]. Mont tout ¢ de [0; 4] L 1t
. - Soit z un élément de [0; 1]. Montrons que pour tou e [0;z],on a: .
P ) q b s L]y 1422 142t =
Soit 2z € [0;1] et t € [0;2]. On a :
0<t<z0<2t<2z
S 1<2t4+1< 22+ 1
=4 L < <1
1422 = 142t
. 1 1
D’ou, | pour tout t de [0;x], on a : < <1\
14+2x = 142t
2 - Soit x un élément de ]0;1].
0.5 pt Mont F(z 7dt O
p a) Montrons que =3 / T o na:
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(o= ()
x? J \1+2t r? J \1+2t
1/ <2t+1—1>
T 22 b 1+ 2t
s (i)
— 1—
T 22 b 142t
1/ 1 z( 2 )
= — 1dt — — |dt
z? 222 b \L+2t
1 x x
=3 [t]o 5 [In(1+ 2t)]0
1 In(1+2x)
T 222
= F(x)
D’ov =
o :U2/ 1+2t
0.75 pt b Mont F(x) <1.
p ) e onronsl+2x7 (x) < 1 1
On a : d’apres la question 1) : 1+2x§1+2t§1 et :
1 1 t t
< <le < <t
142 = 1+2¢ 142z~ 1+2¢
@/ dtg/ dtg/ tdt
L T+2c ) 142t
1 x €T t €T
= tdt < dt < tdt
1+ 2z ), L T2t T
1 2" ot 227"
i _/ — At < | =
142z [ 2 , 1+2t 2,
x? /I t x?
< ——dt < —
2(1+ 2x) h 1+2t 2
@3 i <2></mtd1t<2><2
2 2(1+2z) — 22 ) 142t T 22 2
1
<1
1+4+2x — (@) <
D’ov L <F(z)<1
ou x )
142z -
e Déduisons que la fonction F'est continue a droite au point 0.
1
Ona: < F(z)<let lim =let lim 1=1
14 2z n—0t 1 + 2z n—0+
Donc lim F(x)=1= F(0)
n—0"
Do,
T2t 22 Tt N2
0.75 pt 3 - Montrons, que pour tout z de [0; 1] ona:/ dt = 2/ <7> dt
o 1+2¢ o 1+2¢
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0.5 pt

Soit z € [0;1]. On a :

L
/ 1+ 2t

[,
L+2t],
22

+

2]
w2 (e

/OI (26) % <1+12t>dt
[ (s

) )dt (intégration par parties)

——5dt
(14 2t)2

D’ou,

pour tout = de [0;1] on a :

T2t
dt =
/0 1+ 2t

2 — | dt|
- /0 ==

1+ 2z

4 - Soit z un élément de ]0; 1].

4

t

. 2
a) Montrons que F'(z) = _/0 (ﬂ) dt-

3

On a:

la fonction A : ¢

2t

t . 1 .o
T est continue sur R\ 5[ et en particulier sur [0; z]
(z € [0;1])
Donc h admet une fonction primitive notée H

2
Etona: F(z / ﬂdt(:)F( x) = ;H(m),done:
—2x

W
2

“ o a2
01+2t+

T2t 2
:xSX/O Tyt (1+2a:)
_ 2 x? 2
T 28 (1—!—2:1: /0 1+2t >+:1:(1+2x)

_ o .
N (1+2:z s b
&)

[ (e
-
o 1 1+2t

4 4
b) Montrons que —3 < F(z) < T 3(1+22)2
1 1

<
1+22 — 14+2¢

F(z) =2 x —2% H(z) + %h(@

1+2:E

(d’apres la question 3) )

<1+2t x(1+ 2x)

2
dt

Dot | F

0.75 pt

<1, donc :

On a : d’apres la question 1) :
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0.75 pt

0.25 pt

Session NORMAL 2012
1 1 ¢ ¢
< <1 < <t t>0
1+2z 142t “1x2z 142> (t=0)
2 2
< ) < t?

xr t 2 x
/ ( )dtg/ t2dt
b \142t :

4 4 (Tt 2 4 1 ?
= —— t2dt < —— 7) dt < —— / t2dt
x3/0 x3/0 1+2¢ =T (1+2z)% J,

x3 |3 0
3 3
= _% . % < Fiz) < _x3(lj2x)2 X %
4 4
= 3 =@ s =500
Dot —g <F(z) < _3(14:12:5)2 .
c) Montrons que —g < Fz) ; F(0) < —3<1 —:L2x)2'
Ona: F(x) = %H(m), tel que H(z) = /Om (1_i2t>dt

On a :
10; [ (produit de deux fonctions dérivables)
Alors d’aprés T.A.F. on a : 3¢ €]0;z[; F'(¢) =

4
4)b), pour tout x de ]0; 1], -3 < F'(z) < —

F est continue sur [0;z] (produit de deux fonctions continues) et dérivable sur

F(z) — F(0)

Et on a : d’apres la question
4

— 3(1422)?

4 4
D < F’ P —
one 3 2 3(1+2x)?

< < -

(car0<c<z<l)

(
C’est a dire, —% F(z) — F(0) 4

—ég F(z)— F(0) <_ 4 ‘
3 77 3(1+2x)?

D’ou,

x 3(1 + 2x)2

d) Déduisons que F est dérivable a droite en 0 en précisant son nombre dérivé.

4 F(z)— F(0) 4

Ona: ——=< < — et lim

n—0+ 3

3~ x ~ 3(1+22)2
F(x) — F(0) 4

Donc lim —4—+% = ——
n—0t x 3

4 . 4 4
——=——%¢ lim ———— = ——
3 no0t 3(1+21)2 3

Et par suite, | F' est dérivable & droite en 0 et

son nombre dérivé est F;(0) = —3/
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Baccalauréat Sciences Mathématiques

Session : Rattrapage Juillet 2012

MATHEMATIQUES

Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant I’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

Exercice 1 : Structures algébriques ............... ... .. ... 3.5 points
Exercice 2 : Nombres complexes ....................................... 3.5 points
— Exercice 3 : Arithmétiques ...... ... . ... . .. 3 points
Exercice 4 : Probleme d’analyse ............ . ... ... L. 7.5 points

Exercice 5 : Probléme d’analyse .............. ... ... L. 2.5 points




Examen du Baccalauréat session rattrapage 2012

Exercice 1 : (3.5 pts)

(Les parties I et II sont indépendantes.)

partie I :

Pour tous a et b de 'intervalle I = [1;4-00[, on pose : a L b= (y/a+ Vb —1)?

0.5 pt 1 - Montrer que L est une loi de composition interne sur I.
0.5 pt 2 - Montrer que la loi 1 est commutative et associative.
0.25 pt 3 - Montrer que L admet un élément neutre a déterminer.
partie II :
L : z 2 —1)
On rappelle que (M3 (R), 4, X ) est un anneau unitaire. Soit £ = ¢ M (z) = Jxr € R*
0 1
0.5 pt 1 - Montrer que F est une partie stable de (M3(R), X).
2 - On considere application ¢ définie par: ¢ : R* — E
0.5 pt a) Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme de (R*, x) dans (E, x)
0.5 pt b) En déduire la structure de (F, x).
2n onfl 9
0.75 pt c) Montrer que 'ensemble H = /n € Z ; est un sous groupe de (E, x).
0 1
Exercice 2 : (3.5 ptS) (Les parties I et II sont indépendantes.)
7’ \ N 7’ . % %
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, v )
partie I :
2 5
On considére dans I'ensemble C, I'équation suivante : (E): 2% —4(1 + gz)z + 3 +4i=0
2
0.5 pt 1 - a) Vérifier que le nombre z; =1+ §Z est une solution de I’équation (FE).
0.25 pt b) Montrer que la deuxiéme solution de I'équation (FE) est zo = 327.
2 - soit 0 argument du nombre complexe z;.
, 5
0.5 pt Ecrire en fonction de 0 la forme trigonométrique du nombre complexe 3 + 4i.
partie IT :
On considere trois points A, B et € distincts deux a deux, d’affixes respectifs a, b et w.
Soit 7 la rotation de centre €2 et d’angle %
On pose P =1r(A) et B =1(Q) et soient p et ¢ les affixes respectifs de P et Q.
0.5 pt 1 - a) Montrer que : p=w + e%(a —w)etg=w+ e%ﬂ(b— w).
1 - %r s
0.25 pt b) Montrer que : eﬁiﬂ =
1—e3
0.5 pt c) Montrer que : Pa_ (w — a) 5.
q—0> w—>
w—a i
2 - On suppose que : ( > =5
w—>
0.25 pt a) Montrer que APQB est un parallélogramme.
h—
0.75 pt b) Montrer que arg ( a) = 3[277] et déduire que le quadrilatére APQB est un rectangle.

pP—a
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Exercice 3 : (3 pts)

0.25 pt 1 - a) Vérifier que 503 est un nombre premier.
0.75 pt b) Montrer que : 7°? = 1[503] puis déduire que 72°% = 1[503]
2 - On considére dans Z? I'équation : (F) : 49z — 6y = 1.
Sachant que (1, 8) est une solution particuliere de (E), résoudre dans Z?2 1’équation (E) en
0.5 pt précisant les étapes de la résolution.
3- Onpose N=1+T+72+... 4 72007
0.25 pt a) Montrer que le couple (7299, V) est solution de 1’équation (E).
1 pt b) Montrer que : N = 0[4] et N = 0[503].
0.25 pt c¢) Déduire que N est divisible par 2012.
Exercice 4 : (7.5 pts)
partie I :
Soit ¢ la fonction numérique définie sur I'intervalle [0; +o00] par : g(z) = In(1 + z) — T2
0.5 pt 1 - Etudier les variations de la fonction ¢ sur Pintervalle [0; +o0].
0.5 pt 2 - Déduire le signe de g(z) sur U'intervalle [0; +o0].
partie II :
Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(z) =e"In(1 +e77%)
1 pt 1 - Montrer que : xEIJIrloo flz)=1et xli)r_noof(:c) =0
0.5 pt 2 - Montrer que pour tout nombre réel z, On a : f/(x) = e*g(e™®).
0.5 pt 3 - Dresser le tableau de variations de la fonction f.
1 pt 4 - Construire (C) la courbe représentative de la fonction f et (C’) la courbe représentative de
la fonction (—f) dans le méme repére (O, z—>, j_>)
(On admet que —0.7 est une valeur approchée de I’abscisse du seul point d’inflexion de la
courbe (C)).
0.75 pt 5 - Montrer que pour tout x de |—1;0[, on a : 0 < f'(z) < g(e).
0.75 pt 6 - Montrer que I'équation f(z)+z = 0 admet une seule solution a sur R vérifiant : —1 < o < 0.
7 - On consideére la suite numérique (up)nen définie par : { et = _féun) ; el
uo =
0.5 pt a) Montrer que : (Vn € N); —1 < u, <0.
0.5 pt b) Montrer que : (Vn € N); |upt1 — o < g(e)|un — af.
0.5 pt c) Déduire que : (Vn € IN); |u, —al < (g(e))™.
0.5 pt d) Sachant que : g(e) < 0.6 , calculer nll)glw U,
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Exercice 5 : (2.5 pts)

*/ Int
On considére la fonction numérique F' définie sur |0; +oo] par : F(z) = / <1it2>dt

8=

0.25 pt 1 - Calculer F(1)
0.5 pt 2 - a) Montrer que la fonction F' est dérivable sur ]0; +oo[ et calculer F'(z).
0.5 pt b) Déduire que pour tout = de 'intervalle |0; +oo[ F'(z) = 0.
0.5 pt 3 - En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout x de l'intervalle ]0; 00| :
1 T tant
F(x) = (arctanx + arctan ) Inz — /1 are tan dt
x 1
1 =
0.25 pt 4 - Montrer que (Va > 0); arctan — = 5 arctan
x
2 [T arctant
0.5 pt 5 - Déduire que (Vz > 0); Inz = —/1 %dt
T J1
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Exercice 1 : (3.5 pts)
Partie I :
Pour tous a et b de Pintervalle I = [1; 400, on pose : a L b= (y/a+ vb—1)?
0.5 pt 1 - Montrons que L est une loi de composition interne sur I.
Va,b € [1;4+00], On a
alb—1=(a+Vvb—12-1=(a+Vb—1-1)(Va+Vb—1+1
=((Va-1)+b—1)) (Va+Vb) >0
Car v/a>1et vb>1, Donca L b € [1;+00]
Donc : |" L " est une loi de composition interne sur I ‘
0.5 pt 2 - Montrons que la loi 1 est commutative et associative :
eCommutativité : Va,b € [, Onaa L b= (Va+Vb—1)? = (Vb++a—1)?%=b L a,
‘Alors la loi | est commutative‘
e Associativité : Va,b,c € I :
Ona(aLb) Le=(va+vh—12 Le=((va+vVb—1)+ve—1) = (VatVb+ye—2)?
2
al(ble)=val(WVb+ve—1?=(Va+(Vo+ye—1)—1) =(Va+Vb+c—2)?
Donc (a Lb) Le=a L (bLec),|Alorslaloi L est associative‘
0.25 pt 3 - Montrons que L admet un élément neutre a déterminer.

On remarque que pour e = 1, On a Va,b € [1;400[,Onaa le=ela=a

Donc e = 1 est un élément neutre de perp dans I, Or I’élément neutre est unique

Donc e = 1 est élément neutre de J_‘

Partie II :

o . x 2(z—1)
On rappelle que (M4(RR), +, X ) est un anneau unitaire. Soit £ = < M(x) = /r € R*

MTM-Group (MathsForBac) 1/9 Option SM A & B




Session : RATTRAPAGE 2012

0.5 pt 1 - Montrons que E est une partie stable de (M,(R), x)
OnaFE+#0,car I=M(l)e Fetona E C My(R)

VM(a), M(b) € E, M(a) x M(b) = ( g 2(a—1) ) ( Z 2(b11) )

1
ab 2(ab—1)
0 1

Cara#0etb#+0=ab+#0

2 - On considere application ¢ définie par: ¢ : R* — E

0.5 pt a) Montrons que I'application ¢ est un isomorphisme de (R*, x) dans (E, x)
eLa bijection : Montrons que (VM (a) € E)(3lx € R*)  ¢(z) = M(a) :

VM € E,Tla € R¥, tel que M = M(a) et donc p(a) = M(a) = M, Alors 'application ¢

est bijective

eLe homomorphisme : Montrons que (Va,b € R*) ¢(a xb) = p(a) X ¢(b) :

w(a x b) = p(ab) = M(ab) et p(a) X ¢(b) = M(a) x M(b) = M(ab)

Alors p(a x b) = p(a) x p(b)

Finalement,

(R*, x) dans (E, x) ‘

0.5 pt b) Déduisons la structure de (E, x)

On a (R*, x) est un groupe commutatif et 'application ¢ est un isomorphisme de (R*, x)

dans (F, x), (E, x) est un groupe commutatif ‘
on 2n+1 -9
c) Montrons que l'ensemble H = 0 ) /n € Z » est un sous groupe de

0.75 pt (E, x)
Montrons que H # 0 et M x M~ e H VM e H

Cherchons d’abord ’élément symétrique dans le groupe F :

Soit M(a) € B, on a (M(a) " = (p(@)) " = p(a~!) = p() = M(2)
Donc (M(a))™" = M(L)

e H+(,car H={M((2")/n€Z} et HE E (2" #+0)

o VM(2™),M(2™) e E

M(2™) x M~ (2™) = M(2") x M(Qim) =M(Z2)=M>2""™)c H
(E, x)

Finalement,

Exercice 2 : (3.5 pts)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, {7, F)
Partie 1 :

2 )
On considére dans I'ensemble C, I’équation suivante : (E) : 2% —4(1 + §z)z + 3 +4i=0

2
0.5 pt 1 - a) Vérifions que le nombre z; =1+ gz est une solution de I’équation (FE).
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2 5 2 2 2. 5
On a z%—4(1+§z’)z1+§+4z':(1+§z‘)2—4(1+§z‘)(1+§z‘)+§+4¢
4. 4 6. 16 5

=1+-1—-—4— — — +—-—+4=0
+32 9 3z+9+3+z

2
Donc |le nombre z; =1+ gz est une solution de I’équation (E)

0.25 pt b) Montrons que la deuxiéme solution de 1’équation (E) est z, = 3z
b 2. 2. 2. 2.
Onazl+z2:—5:4(1+§2)©22:4(1+§z)—(1+§z):3(1+§z):321
0.5 pt 2 - Soit § 'argument du nombre complexe z;.

B 5
Ecrivons en fonction de 6 la forme trigonométrique du nombre complexe 3 + 4i.
On a z; =re et 2y = 3re? avec r = (/12 + (3)2 = /¢

5 5 . ,
Or zlx22:§:§+4i & §+4’L':3T26129:3X(§)6129
. 5 .13 -
Finalement 3 +4i = 3(008(29) + isin(20))

Partie 11 :
On considere trois points A, B et  distincts deux a deux, d’affixes respectifs a, b et w.
Soit r la rotation de centre 2 et d’angle g

On pose P =1(A) et B=r(Q) et soient p et q les affixes respectifs de Pet Q.

0.5 pt 1- a) Montrons que : p=w+e3(a—w)et g=w+e 3 (b—w).
p—wl _

QA =QP p—w| = la—wl =1
P=rA) e - e la =
(Q4,QP) = S[2n] arg (5=5) = (2] arg (5=2) = §[2n]
sPTY vt o p=w+es(a—w)
a—w

De la méme maniére, Avec B = r(Q) on trouve b = w + €% (¢ — w)

Doncb—w=e%(g—w) e 3(b—w)=(@—w) < |g=wt+e 7 (b—w)

1—e
0.25 pt b) Montrons que : PP es .

T
. 4i 1 e3 44 . 4 .
On a: l—es =e3 . ) —ec3 (el(_%”“) — e‘”)

= e%ﬂ (e’(*%+ﬂ') + 1) = 64? (e %eiﬂ + 1) = 64? (—e s 1)
1 - 6% 7
Donc — = s
1—e
—a w—a im
0.5 pt c) Montrons que : P = ( ) e
q—0> w—>b

p—a (w—a)+efa—w) w—a 1—e7 (cu—a) dim
= — 3 = e

q_b (w—b)—ke*?( —w) w—> 1—67% w—>=
2 - On suppose que : (cu — a> =5
w—>
0.25 pt a) Montrons que APQB est un parallélogramme.
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—a w—a i w—a i
Onap :< >e43 et( )ze%

q—2>b w—"> w—>b

Donc ]CO]: Z =¢i2m =1 = AP = ﬁ ‘ Alors APQB est un parallélogramme. ‘
0.75 pt b) Montrons que arg (Z : Z) = g[27r] et déduire que le quadrilatere APQB est un rectangle.

On a <w:z> = e

Alors  (w—b) =e % (w—a)

—= (b—a)=(w—a)— (w—>b)=(w—a)—e 5 (w—a) = (w—a) (1—67%)

D’aprés la question 1 —a), on a p = w + €3 (a — w)

Alorsp—a= (w—a)+e5(a—w) = (w—a) (1—|—e%r>

Donc b—a _ (w—a) (1 — 67%?) _ 1— e‘% _ 1— cos(%”) + isin(%’“)

p—a  (w—a)(l+e7) 1+e7 1 —cos(Z) —isin(%)
_ 141448 _ 3+z:\/§: (3+z:\/§)(1+z:\/§) :1<3+i\/§> (14 iv3) = iv3
1_%_2'@ 1—iv3 (1—iV3)(1+iv3) 4

Donc arg <f;: Z) = arg (Z\/§> = g[Qw]

Alors (F{,\E) = g[Qﬂ'], C-a-d que angle PAB est rectangle

Finalement ‘le quadrilatere APQB est un rectangle.

Exercice 3 : (3 pts)

0.25 pt| 1 - a) Vérifions que 503 est un nombre premier : On a 503 < 625 = /503 < 25

Les nombres premier positif inferieur a 25 sont {2,3,5,7,11,13,17,19,23}

Puisque aucun d’eutre eux ne divise 503 donc ‘ 503 est un nombre premier. ‘
0.75 pt b) Montrons que : 7°°? = 1[503] puis déduire que 72°°% = 1[503]

On a 503 est un nombre premier positif et 503 A7 =1

Donc, d’aprés le petit théoréme de Fermat 7592 = 1[503]

Do (7592)% = 1[503] = |729%% = 1[503]

2 - On considere dans Z? Péquation : (E) : 492 — 6y = 1.
Sachant que (1,8) est une solution particuliere de (E), résoudrons dans Z? I’équation (E) en

0.5 pt précisant les étapes de la résolution.

Ona (E):49x—6y=1 (1)et49(1)—6(8)=1 (2)

(1)—(2) < 49(x—1)—6(y—8) =0 < 49(xz—1)=6(y—28) (E')

49/6(y —8) Or 49 A6 = 1 donc d’aprés le théoreme de Gauss 49/(y —8) < (Fk € Z)/y—8 =
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49k <= y =49k + 8

D’autre part,(E’) 49(x — 1) =6(y —8) <= 49(x —1) =6 x 49k = 2z =06k +1

Conclution : | § = {(6k + 1;49k + 8)/k € Z}

3- Onpose N=1+7+72+4 ... 4 72007

0.25 pt a) Montrons que le couple (729°°) N) est solution de 'équation (E).
On a 49(72906) — 6(N) = 72 x 72906 — (7 — 1)(1 + 7 + ... + 72007) = 72008 _ (72008 _ 1) —1
D’ou | (72%%6, N) est solution de 1’équation (E).
1 pt b) Montrons que : N = 0[4] et N = 0[503].
Ona N=1+7+T7*+.. + 72007
=1—1+(—1)2+..+ (—1)2007]4]
=1—1+1—1+..+1—1[4]=0[4]
D’aprés la question 1), on a 72998 = 1[503] = 72 x 72096 = 1[503] = 49 x 72996 —1 = 0[503]
6N = 0[503] = | N = 0[503] | car 503 A 6 = 1
0.25 pt ¢) Déduisons que N est divisible par 2012.
On a: N =0[4] et N =0[503].
Et puisque 503 A4 =1 donc N = 0[4 x 503], c-a-d N = 0[2012]
Finalement ‘ N est divisible par 2012 ‘
Exercice 4 : (7.5 pts)
Partie I :
Soit ¢ la fonction numérique définie sur l'intervalle [0; +oo[ par : g(z) = In(1 + x) — T
x
0.5 pt 1 - Etudions les variations de la fonction g sur l'intervalle [0; 4-00]
On a g est dérivable sur [0; +oo[ et (V& € [0; +00]
1 1 x
! = — = >0
9w l+z (z4+1)?2 (z+1)2
Donc ‘ g est croissante sur [0; +o0] ‘
0.5 pt 2 - Déduisons le signe de g(z) sur 'intervalle [0; +o00].
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1 pt

0.5 pt

0.5 pt

1 pt

0.75 pt

(Vo € [0;4+00], g est croissante donc z >0 = g(x) > ¢(0) = g(x) >0

D’ou ‘ g est positive sur [0; +00] ‘

Partie II :

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(z) = e®In(1 +€e77)

1 - Montrons que: lim f(z)=1et lim f(x)=0

T—+00 T——00

T 1 1 1 1
Ona lim f(z)= lim e*In(l+e®)=""% lim Xln (1 + )—(> =X=z limM =1

r—400 r—r+00 X—+400 z—0 x

1
. _ . x —z\ _et=X s — 3 — =
wgriof(:r) = xgrgoe In(l4+e7%) = Xlgr(;Xln (1 + ) )}gr(;Xln(X +1)—XIn(X)=0

2 - Montrons que pour tout nombre réel x, On a : f'(z) = e*g(e ™).

(=e=)

On f’ est dérivable sur R et on a, f'(z) = (e*In(1 + e *)) = e In(1+ e ®) + e x T
e

=e* (ln(l +e ) — l iieﬂﬁ) = eTg(e™)

3 - Dressons le tableau de variations de la fonction f.

On a f'(x) = e®g(e ™) et d’aprés la partie I, on a g est positive sur [0; +oo[

T —0 400
f () +
f 0 _—— L

4 - Construction de (€) la courbe représentative de la fonction f et (€’) la courbe représentative
de la fonction (—f) dans le méme repére (O, " ,?)

(On admet que —0.7 est une valeur approchée de I’abscisse du seul point d’inflexion de la courbe

(©))-

5 - Montrons que pour tout x de |—1;0[, on a : 0 < f'(z) < g(e).
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0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

Ona (Vz eR) f'(x) =e"g(e ™) >0
Et (Ve e]-1;0]) —1<2<0+— e <let0<e™®<e

Or g est strictement croissante sur [0; +oo[, Alors g(e™*) < g(e)

D’ou ‘ pour tout z de |—1;0[, on a : 0 < f'(x) < g(e) ‘

6 - Montrons que ’équation f(x)+ z = 0 admet une seule solution a sur R vérifiant : —1 < o < 0.
On pose (Vz € R) h(z) = f(z) + 2
(Vz € [-1;0]), On a h est continue sur [—1;0]
Et h(=1)=f(-1)—1<0, (car Vx € R f(x) < 1) et h(0) = f(0) =1n(2) >0
Et puisque la fonction h est strictement croissante sur R (h'(z) = f'(z) + 1 > 0)

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiares,3la € |—1;0[ /h(a) =0

D’ou | équation f(x)+ = = 0 admet une seule solution « sur R vérifiant : —1 < a < 0. ‘

. 1s . , . s . Upt1 — _f(un> ; VneNN
7 - On considere la suite numérique (u,,), ey définie par :

UO - 0
On définit la fonction f; sur [—1;0] par f,(z) = —f(z)

a) Montrons que : (Vn € N); —1 < wu,, <0.

n
v Pour n=0o0na—1<u, =0<0,Donc la propriété vrai pour n = 0.
v Supposons que —1 < u,, < 0 pour n fixéee

v On a f; est continue sur [—1;0] et décroissante sur [—1; 0]

Bt f;([~1:00) = [1(0); fy(~1)] = [~ In(e); —205¢)] ¢ [~1;0]

Donc —1<u, <0 = -1 < £1(0) < fi(u,) < f1(-1) <0 = —1<wu,. ;<0

Donc d’apres le principe de récurrence, |[Vn € N —1 < u

b) Montrons que : (Vn € N); |u, ., — o] < g(e)|u,, —af.
On a (Vn € N) ,u,, et o appartient a [—1;0]
La fonction f; est dérivable sur [—1;0]
D’aprés le théoreme des accroissements finis, (3¢ € |—1;0])/ fi(u,,) — f1(a) = fi(c)(u,, — @)
Done funyy —al = |F{(O)lliy —al = sy — ] < g(e)u, —al

Et d’aprés la question 5) on a (Vz € R) 0 < f'(x) < g(e)

Donc |fi(c)] = f'(c) <gle) = [lun1 — el <gle)u, —a

c) Déduisons que : (Vn € IN); |u,, —a| < (g(e))™.
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v Pour n=0on a|—al <1 ,Donc la propriété vrai pour n =0 (a € |—1;0]) .
v Supposons que |u,, —a| < (g(e))™ pour n fixéee

v Onafu,, —af <gle)lu, —al <gle).(g(e)" = (g(e))"

Donc d’apres le principe de récurrence, | (Vn € IN); |u,, —a| < (g(e))™ ‘

0.5 pt d) Sachant que : g(e) < 0.6, calculons lim w,,.
n—+o00
On a (Vn € N); |u, —a| < (g(e)"
Or nl_l}gloog(e) =0car —1 <g(e) <1
Dou lim |u,—a|=0 = | lim u, =«
n—+00 n—+o00
Exercice 5 : (2.5 pts)
s : - . Y Int
On consideére la fonction numérique F' définie sur ]0; +oo[ par : F(x) = <1—i—7t2)dt
1
0.25 pt| 1 - Calculons F(1)
On a la fonction ¢ - In(¢) est continue sur ]0; +o00[ et la fonction ¢ H% est continue sur
J0; o]
Int .
On pose f(x) = 1 donc f est continue sur |0; +o0|
1
Alors | F(1) :/ f(t)dt =0
1
0.5 pt 2 - a) Montrons que la fonction F' est dérivable sur |0; +oo] et calculons F'(x).
Posons U(z) =z et V(z) =1
On a U dérivable de I = ]0; +oo[ dans J = ]0; +o0[
V dérivable de I = ]0; +oo[ dans J = ]0; 00|
f continue sur J = ]0; +o0[
Donc la fonction F est dérivable sur |0; +oo|
Soit 1 une primitive de f, donc F(z) = [¢(t)]T = F(z)=v¢(z)—¢(1)
In(z) In(L)
(o) 1oprly 1
Fl(z)=f@) + = /() =13 +P'1+Z%
In(z) In(z)
F/ = — =
= P =m0
Dou| F'(z) =0
0.5 pt b) Déduisons que pour tout = de l'intervalle ]0; +oo[ F'(z) = 0.
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On a Vz € ]0;400[; F’(z)=0,donc F(z)= Cste

Or F(1)=0, donc ‘ F(z) =0 (Vx €]0;+o0[) ‘

0.5 pt 3 - En utilisant une intégration par parties, montrons que pour tout x de l'intervalle |0;+oo[ :
1 x tant
F(x) = (arctanx + arctan —) Inx — / are tan dt
z 1
On pose u(t)=Int et V'(t) = L
1+t
1
Donc u' (t) = n et wv(x) = arctant
D’apres le formule d’intégration par parties, On a
T/ Int » T arctant
F(x):[ (w>dt:[arctantxlnt]i—[ ; dt
1 ¥ arctant
= (arctan T + arctan —) Inx — dt
x 1
1 v tant
Finalement | F(x) = (arctanx + arctan —) Inz —/ are tan dt
T 1
1 =
0.25 pt| 4 - Montrons que (Vx > 0); arctan — = 5 arctan x
x
1
On pose :G(x) = arctanx 4 arctan — ; (Va > 0)
x
On a G est dérivable sur R" et on a :
11 (%) 1 -4 1 1
G/ = t t — = x = z — -
(z) (arcanx—l—arcanx> 1+x2+1+wi2 1+:):2+1—|—# 722 1122
Donc G est une fonction constante (G(z) = Cste)
T ow
Alors G(z) = G(1) = 2arctan(1l) = 2 x 1-3
. 1 =
Finalement | (Vz > 0); arctan — = 5 arctan x
%
2 [* arctant
0.5 pt 5 - Déduisons que (Vz > 0); Inz = / arctan de
T J1
(Va > 0); F(z)=0
1 =
Ona< (Vz>0); arctan — = Ch arctan
x
1 r tant
(Ve >0); F(x)= <arctan:1c + arctan —) Inx —/ arctan dt
\ x 1
* arctan ¢ ’
Donc lnﬂ:xﬂ-—/ AR 4 = 0
2 1 t
D’ou
2 [* arctant
(Vx> 0); Inz = — dt
T J1 t
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DUREE DE ’EPREUVE : 4 heures

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

Ce sujet comporte 3 exercices et un probléme :

— Exercice 1 : Structures algébriques ............... ... ... ... 3.5 points
— Exercice 2 : Nombres complexes ............cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnn. 3.5 points
— Exercice 3 : L’arithmétique ....... ... ... .. ... 3 points
— Probleme : L’analyse ............. 10 points
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Exercice 1 : (3.5 pts)

On rappelle que (Z, +, x) est un anneau unitaire commutatif et intégre .

1 - On munit Z de la loi de composition interne * définie par :V(z,y) € Z? ; xxy=x +y — 2

0,5 pt a) Montrer que la loi * est commutative et associative
0,25 pt b) Montrer que (Z, ) admet un élément neutre a déterminer.
0,5 pt c) Montrer que (Z,*) est un groupe commutatif.
2 - On munit Z de la loi de composition interne T définie par :
(V(z,y) € Z?) ; 2Ty = xy — 20 — 2y + 6
On considere I'application f de Z vers Z définie par : (Vz € Z) ; f(x) =x + 2
0,5 pt a) Montrer que f est un morphisme bijectif de (Z, x) vers (Z, T)
0,25 pt b) Montrer que : V(z,y,2) € Z3; (xxy)Tz= (xT2)* (yTz)
0,75 pt 3 - En déduire de ce qui précede que (Z,*, T) est un anneau commutatif et unitaire.
0,25 pt 4 - a) Montrer que : x Ty = 2 si et seulement si x = 2 ou y = 2
0,25 pt b) En déduire que anneau (Z, x, T) est intégre .
0,25 pt c) (Z,*,T) est-il un corps? (Justifier la réponse)
Exercice 2 : (3.5 pts)
partie I : Soit a un nombre complexe non nul .
On considére dans C 'équation (E) d’inconnue z :  (E) : 222 — (3+iV3)az + (1 +iv3)a? =0
0,25 pt 1 - Vérifier que le discriminant de léquation (E) est : (—1 4 iv/3)%a?
0,5 pt 2 - Résoudre dans C I'équation (F)
partie II : Le plan complexe est reporté au repere orthonormé direct (O, i, 7).
On considere les points A , B et M daffixes respectives a , b = ae's et z
Soit r la rotation de centre M et d’angle g
On pose A; = r~1(A) et By = r~1(B) (ot1 7! est la rotation réciproque de la rotation r )
soient a1 et by les affixes respectifs de A1 et By
0,5 pt 1 - Vérifie que OAB est un triangle équilatéral.
0,5 pt 2 - a) Montrer que : a1 = (; —i\gg)cﬂ— (% —1—2'\23)7: et by = (— % +i\é§>a+ <; - 2?)2
0,5 pt b) Montrer que OA; M Bj est un parallélogramme.
3 - Supposons que : M # Aet M # B
0,5 pt a) Montrer que : j:Ziz—z:ZxZ
0,75 pt b) Montrer que les points M , A; et By sont alignés si et seulement si les points M , O ; A

et B sont cocycliques.
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Exercice 3 : (3 pts)

L’objectif de ’exercice est de rechercher les entiers naturels n strictement supérieure a 1 qui vérifient

Ofr]

la propriété suivante : (R) : 3" — 2"

1 - On suppose que n vérifie la propriété (R) et soit p le plus petit diviseur premier de n

0,75 pt a) Montrer que : 3" — 2" = 0[p| , en déduire que p > 5
0,5 pt b) Montrer que : 271 = 1[p] et 377! = 1[p)
0,5 pt c) Montrer qu’il existe un couple (a,b) de Z? tel que : an —b(p — 1) = 1
0,5 pt d) Soient r et q respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne de a par p-1
<a:q(p—1)—|—7"avec: 0<r<p—1etq€Z>
Montrer qu’il existe un entier naturel k tel que : rn =1+ k(p — 1)
0,75 pt 2 - Déduire de ce qui précede qu’il n’existe pas d’entier naturel n strictement supérieur a 1
vérifiant la propriété (R).
Probléme : ( 10 pts )
On considere la fonction numérique h définie sur l'intervalle [1;+oo] par :
h1) =1 et (Vo >1); h(z) =
=1ce x ; h(x) =
’ rinz
partie I :
0,25 pt 1 - a) Montrer que h est continue a droite en 1
0,75 pt b) Montrer que : (Vo > 1) ; Inx < z — 1 puis déduire que la fonction h strictement
décroissante sur |1; +00]
0,5 pt 2 - a) Calculer lirll h(z) puis dresser le tableau des variations de h
T—+00
0,25 pt b) Déduire que : (Vx >1); 0 < h(x) <1
partie II :
On considére la fonction numérique g définie sur I'intervalle [1; 4+-o00[ par :
x? 1
Ve >1); :c:/ dt et g(1)=1In2
(o > 1) 5 gla) = [ it et g)
et soit (C) la courbe représentative de la fonction g dans un repére orthonormé (0,7, ;)
=2
0,25 pt 1- a) Vérifier que : (Vo > 1) ; / ——dt =1n2
z tlnt
- ” Vi1
0,25 pt b) Vérifier que : (Vo > 1) ; g(z) —In2 = dt
= tint
0,5 pt ) Mont (V2> 1) ; g(z) —In2 /It_ldt
, c ontrer que : (V& ; g(x) —In2 = —
P K g vz tint
0,5 pt 2 - a) Montrer que (Vz > 1) ; (z — Vz)h(z) < g(z) —In2 < (z — Vz)h(Vx)
0,5 pt b) Déduire que g est dérivable & droite au point 1
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0,75 pt c) Montrer que : xggloog(a;) = +o0 et xgrfoo gicx) =0
0,75 pt 3 - a) Montrer que g est dérivable sur I'intervalle ]1; +o0[ et que : (Vo > 1) ; ¢'(z) = %h(\/f)
0,5 pt b) Déduire que (Vo >1) ; 0<g'(z) < % puis dresser le tableau des variations de g
0,5 pt c) Construire la courbe (C)

partie III :

L
0,5 pt 1 - Montrer que la fonction k : x — g(z) — = + 1 est une bijection de l'intervalle [1; +o0[ vers

I'intervalle | — 0o; In 2]

0,25 pt 2 - Déduire qu’il existe un unique réel a de Uintervalle |1; +o00[ tel que 1+ g(a) =«

II- On considere la suite (uy)n>0 définie par: 1 <ug<a et (Yn=0); ups1 =1+ g(uy)
0,5 pt 1- a) Montrer que: (Vn>0); 1 <u, <«
0,5 pt b) Montrer que la suite (uy,),>0 est strictement croissante
0,75 pt ¢) Déduire que la suite (uy,)n>0 est convergente et que : zgr—&r-loo Up =
0,5 pt 2 - a) Montrer que : (Yn > 0) ; |upt1 — af < ilun —af

"

0,5 pt b) Montrer que : (Vn > 0) ; |u, — af < (2> lup — «f
0,25 pt c) Déduire une deuxiéme fois que : N EToo Up = Q

FIN

MTM-Group (MathsForBac) 4/4 option SM A&B




r
Session : Normal 2013
O [ )
0 Correction
o
<
= Baccalauréat Sciences Mathématiques A& B
=
Session : Normal 2013
=
=
)
<
e 7
o MATHEMATIQUES
M~
Exercice 1 : (3,5 pts)
1 - On munit Z de la loi de composition interne x définie par :
V(zyy) €Z2%; zxy=a+y—2
0.5 pt a) Montrer que la loi * est commutative et associative
Ya,b,c € Z
° (a*b) xc=a*xb+c—2= <a+b—2> +c—2=a+b+c—14
ax|bxc|=a+bxc—2=a+b+c—2—2=a+b+c—4
Donc (a * b) xC=a* (b * c) d’ou * est associative dans Z
e axb=a+b—2=b+a—2=0bxa
donc * est commutative dans Z
c/c:  * associative et commutative dans Z.
0,25 pt b) Montrer que (Z,*) admet un élément neutre a déterminer.
On remarque que pour e =2, 0na:r*xe=e*xT =
donc e = 2 est un élément neutre de * et puisque ’élément neutre quand il existe il est
unique
donc e = 2 est I’élément neutre de (Z, *)
0,5 pt c¢) Montrer que (Z,*) est un groupe commutatif.
On a * est associative et commutative et admet un élément neutre e = 2
donc il suffit de montrer que chaque élément a de Z admet un symétrique a’ dans Z.
(Van) (Vx€Z> raxxr=2<a+r—2=2<x=4—ac”/
donca’ =4—a
c/c:  (Z,*) est un groupe commutatif.
MTM-Group (MathsForBac) 1/16 Option SM A& B
\,




Session : Normal 2013

0,5 pt

0,25 pt

0,75 pt

0,25 pt

2 - On munit Z de la loi de composition interne T définie par :
(V(x;y) € Z2> s xTy=ay—2x—2y+6

On considére 'application f de Z vers Z définie par : (Vz € Z) ; f(z) =2+ 2

a) Montrer que f est un morphisme bijectif de (Z, x) vers (Z,T)
e La bijection : Montrons que : (Va € Z)(Ix € Z) ; f(z)=a
Soit a un élément de Z
flz)=a<=z+2=a<=zr=a—2€Z
Donc f est bijective de Z vers Z.

e I’homomorphisme des lois :

Soient a,b € Z

flaxb)= f(ab) =ab+2

fla)TfO)=(a+2)Tb+2)=(a+2)(b+2)—2(a+2)—2(b+2)+6=ab+2

donc f(a xb) = f(a)Tf(b)

¢/c:  fest un isomorphisme de (Z,*) vers (Z, T)

b) Montrer que : YV (z,y,2) € Z3; (xxy) Tz = (2T2) * (y * 2)

Ve,y,z€Z 5 (xxy) Tz =(x*xy)z—2(x*xy)—22+6
=x+y—2)z—2(x+y—2)—22+6
=zz+yz—2x—2y—42+10

et (zT2)*(yTz) =(xTz2)+ (yTz)—2

=xz—2x—22+6+yz—2y—22+6—2

=zz+yz—2x—2y—4z+ 10
donc (zxy) Tz= (2Tz2)* (yTz)

c¢/c: T est distributive pour * dans Z.

3 - En déduire de ce qui précéde que (Z,*, T) est un anneau commutatif et unitaire.
e On a (Z,*) est un groupe commutatif;
e T est une loi de composition interne dans 7. ;
e T est distributive pour la loi * dans Z;
e 1 est ’élément neutre de (Z, ) et f est isomorphisme de (Z,*) — (Z,T)
donc T est associative et commutative dans Z
c¢/c:  (Z,*,T) est un anneau commutative et unitaire.
4 - a) Montrer que : Ty = 2 si et seulement si x =2 ou y =2
Ve,yeZ ; xTy=2 <—=zy—2r—2y+4=0
=zx(y—2)—2wy—2)=0
S @=2)(y-2)=0

S r=20uy=2
cle: xTy=2<=zr=2o0uy=2
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0,25 pt

0,25 pt

0;25 pt

0,5 pt

b) En déduire que ’anneau (Z,*, T) est intégre
On sait que e = 2 est 1’élément neutre de (Z, *)
et puisque (Vz,y € Z) ; 2 Ty=2<=x=20uy=2
donc (Z,*, T) n’admet pas de diviseurs de zéro.
c/e:  (Z,*,T) est intégre.
c) (Z,*,T) est-il un corps ?(Justifier la réponse)
L’inverse de 5 pour la loi x est % et puisque % ¢ 7 donc 5 n'admet pas d’inverse dans
(Z, %)
Or: f: (Z,x)+ (Z,T) isomorphisme et f(5) =7 donc 7 n’admet pas d’inverse dans
(., T)

c/c:  (Z,+,T) n’est pas un corps.

Exercice 2 : (3,5 pts)
PARTIE T

Soit a un nombre complexe non nul.
On consideére dans C I'équation (E) d’inconnue z : (E): 222 — (3 +iv3)az + (1 +iv3)a?> =0
1 - Vérifier que le discriminant de 1’équation (E) est : (—1+ z\/§)2 a?
(B): 222 — (3+iV3)az + (1 +iv3)a? =0
donc A = (3 +i\/§)2a2 —8 (1 —i—z\/g) a?
=a®(9—3+6ivV3—8—8iV3)

=a? (-2 —2iV3)
=a?(1—-3-2iV3)
= a?(1-iV3)’

= a(lz’\/g))Q

= [ (~1+1iv3) a2>

2 - Résoudre dans C I’équation (FE)
Ona: (E): 22— (3+iv3)az+ (1+iv3)a® =0et A= (—1+iv3) a2

B+ivEa—(3+ivia o, — BTVt (V3 1a
T 4 2423
-7 : ”(14%)
- :“(2“2)

oo s={ua(t4i))
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PARTIE 11

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O, i, ¥/)

On considere les points A, B et M d’affixes respectives a,b = ac’5 et z

Soit r la rotation de centre M et d’angle il

On pose A; = r1(A) et B =r1(B) (ott r~! est la rotation réciproque de la rotation )

Soient a; et b, les affixes respectifs de A; et B —1

0,5 pt 1 - Vérifie que OAB est un triangle équilatéral
a OA
o ix 71 =1 o5 =1}
On a: 7= e's =

a —T = —Z\‘» =T
arg(b 53[27@ 04;0B =3 2m

c/c: Le triangle OAB est équilatéral.
0,5 pt 2 - a) Montrer que :

T
On a r est la rotation de centre M et d’angle —

d’ott 771 est la rotation de centre M et d’angle I

{ B, = r(B) { by — 2z =i (b 2)
donc =

A, =r7Y(A) a; —z=¢e¢"5 (a—2)
a; =z + 1_ %3 (a—2)

+
b (D) () (18

0,5 pt b) Montrer que OA; M B, est un parallélogramme

Onaay;+b;, =zdou:0A, +0OB, =0M

donc : OA,MDB, est un parallélogramme.

3 - Supposons que : M +Aet M+ B

z—b _Z— b a
0,5 pt a) Montrer que : L — -
z—ay - b
Ona:
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0,75 pt

0,75 pt

b
z—b ~(z—ax?
lz_efz§< a)
zZ—ay z—a
z—0b a z—b
— = —— X
z—ay b z—a
z—0b a z—0b
Enfin : L—_Zx
z—ay b z—a

b) Montrer que les points M, A, et B, sont alignés si et seulement si les points
M, O, A et B sont cocycliques.

Le triangle OAB est équilatéral, d’ou les points M, O, A, et B non alignés.
b—z b—-o cR

a—z a—o

Donc les points M, O, A et B sont alignés <

b— b— b—
Z+ OE]R ngeIR
a—z a—o a—ibb
e TR
Z—CLl

< M et A, et B, sont alignés

Exercice 3 : (3 pts)

L’objectif de I'exercice est de rechercher les entiers naturels n strictement supérieur a 1 qui vérifient

la propriété suivantes : (R) : 3" —2" =0 [n]

1 - On suppose que n vérifie la propriété (R) et soit p le plus petit diviseur premier
de n

n —

a) Montrer que : 3" — 2" =0 [p|, en déduire que p > 5
On a n > 1 et vérifier la propriété (R) : 3" — 2™ = 0 [27] et p est le plus petit diviseur

premier positif de n

n|3" —2"
D’ou :
pln
par suite p|3™ — 2

n

donc 3™ — 2" =0 [p]

On montre que p > 5

2|27 312"
Onap=2= | = 23" =23etp=3= | = 32" =
23" — 27 3|3 —2n

3|2
et puisque 2 ne divise pas 3 et 3 ne divise pas 2 d’ou: p # 3 et p # 2

donc en déduit que p > 5
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0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,75 pt

b)

d)

Alors : 3" —2"=01[pl et p>5

Montrer que : 2Pt =1 [p] et 371 =1 [p]

puisque p > 5 d’oui : p ne divise pas 2 et p ne divise pas 3

donc d’apres théoreme de petit Fermat, on a :

3P t=1[plet2rt =1[p

Montrer qu’il existe un couple (a,b) de Z? tel que :an —b(p—1) =1

puisque p est le plus petit diviseur positif de n d’ol tous les diviseur de p — 1 ne divisent
pas n sauf 1

on déduit que: (p—1)An=1

donc d’apres théoréme de Bezout il existe (a, 3) € Z? tel que : an+ B(p—1) =1

sion pose:a=aetb=—pFon aura :

J(a,b) €Z?; an—b(p—1)=1

Soient r et ¢ respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne
de a par p—1

(a—q(p—1)+r avec : 0<r<p—1 et qEZ)

Montrer qu’il existe un entier naturel k tel que : ™n =1+ k(p—1)

Ona: { an—b(p—1)=1 = 1+b(p—1)=ng(p—1)+nr =nr=14+(b—nq) (p—1)

a=qp—1)+r
Sionpose:k=b—ng,onaura:nr=1+k(p—1); k€Z

Il reste & montrer que k € IN

Il suffit de montrer que r > 1

d’apres Q.c,ona: (p—1)Aa =1 et puisque p—1 > 4 d’ott p — 1 ne divise pas a donc
r>1

et puisque n > 1 dounr > 1et de nr—1=Fk(p—1), on déduit que : k € N

¢/c: 1l existe un nombre entier naturel k vérifié nr =1+ k(p — 1)

2 - Deéduire de ce qui précede qu’il n’existe pas d’entier naturel n strictement su-

périeur a 1 vérifiant la propriété (R)

On suppose qu'il existe n > 1 vérifiant la propriété (R)
On a d’apres Qb 2P 1 =1[plet3P 1 =1[pletona:keN
donc 2FP~1) =1 [p] et 3¥P—1 =1 [p]

et puisque nr —1 =k (p—1) dou 2" 1 =1 [p] et 3" 1 =1 [p]

donc 3" = 3 [p] et 2" = 2 [p]

On en déduit que : (1) 3" —2"" =1 [p]

et d’apres Q.1.a 3™ —2" =0 [p] par suite 3" = 2" [p] d’ou 3"" = 2"" [p]
donc (2) 3" — 2™ =0 [p]
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0,25 pt

0,75 pt

D’apres (1) et (2) on déduit que : 1 = 0 [p] c’est-a-dire : p divise 1. contradiction
donc I’hypothese est fausse.
c¢/c : 1l n’existe aucun nombre entier naturel n strictement supérieur a 1 vérifiant la

propriété (R).

Exercice 4 : (11 pts)

PARTIE T

On considere la fonction numérique h définie sur l'intervalle |1, +oo[ par :

r—1

h(1)=1 et (Va>1))h(z)=

rlnzx

1- a) Montrons que la fonction h est continue a droite de 1.

. ) z—1 . 1 . 1 . 1
Ona: lm f(z)= lim <:U1n$> = Jim, (20) = Jim, (G = Jim, (Ee)
L

r—1 r—1

On pose : p(z) = xIn (z), on a la fonction ¢ est dérivable sur ]0, +o00[; en particulier en

1, donc :

(car: (V& >0) :¢'(z) = (zIn(z)) =ln(z) + 2.2 =In(z)+1)
Dou: lim h(z)=-=1.
r—1+
b) Montrer que : (Vz > 1) ;lnxz < z — 1, puis déduire que la fonction h est stric-

tement décroissante sur l’intervalle |0, +o0].

v On considere la fonction v définie sur |0, 400 par : v(z) =In(z) —z + 1.

Etudions les variations de la fonction v sur |1, +oof :

on la fonction v est une somme algébrique de fonctions continues et dérivables sur |0, +oo],
donc v est dérivable sur |0, 4o00],

donc: (Va>0) v/ (z)=1-1=21%

T

Et on a le tableau de signe de v (z) est :

z 0 1 400
1—=2 - 0 +
x 4 +
v () — 0 +
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Et on a de plus : lim v(z) = lim =In(z) —z+ 1= lim In(z) 4+ (1 —z) = —oc0.
z—0" z—0" z—0"
(car : lim In(z) = —oo0et lim (1 —z) = 1)
x—0t z—0*

1 1
Etona: lim v(z)= lim In(z)—z+1= lim x(ﬂ—l—i—f):—oo.

x—+00 T—+00 T—+00 x x

<car: lim z=—oc0et lim 1n—x:()et lim —1+1:—1>

r——+00 Tr—+o00 I T——+00 X

D’ou le tableau de variation de la fonction v est :

T 0 1 +0o0
v () — 0 +
Varia- 0
tions de / \
v —00 —00

D’ott la fonction v est continue et strictement décroissante sur |1, +oo],

donc : v (]1, +00]) = |]—00, 0],

donc : (Vz > 1) ; v(z) <0,

donc: (Vz>1); In(z) <z—1.

v On a la fonction h est dérivable sur |1, +00]; en tant que que quotient de deux fonctions

dérivables sur |1, +o0],
’
donc : (Vx> 1); h'(x) = (ng;(lgc»
(z—1) (zIn (z))—(x—1)(z In (z))’
(eI a))?
_ zln(z)—(z—1)(Inz+1)
(zln(z))?
_ Inzx—az+1
~ (zln(z))?

Et on sait que (Vz > 1) ; In(z) —2+1<0, et que: (Vo > 1) ; (zln(z))? > 0,

d’ou: (Vx >1); h'(xz)> 0, donc la fonction h est strictement sur |1, +ool.

0,5 pt 2 - a) Calculer 11111 h(z), puis déduire le tableau de variation de la fonction h.
r—r+00
-1 r(1-1 R
Deplusona: lim h(z)= lim i = lim u = lim (1-3) =0.
T —+00 z—+oo zln (x) a—+oo zln(x) z—+oo In ()
1
(Car: lim 1——=1et lim lnx =+
T—+00 X T—+00
D’ol on obtient le tableau de variation de la fonction A suivant :
x 0 +00
W (x) -
1
h(x) \
0
0,25 pt b) En déduire que : (Vx >1) : 0 < h(z) < 1.
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On a la fonction h est continue sur |1, +oo[ en tant que quotient de fonctions continues
sur |1, +o0],

et on a d’apres 2) — a) la fonction h est strictemnt décroissante,

d’ou la fonction h est continue et strictemnt décroissante sur |1, +o0],

d’otu la fonction h réalise une bijection de |1, +oo[ vers h (]1, +oo[) = ]0, 1],

d'ou: (Vx €]l,400]) : 0 < h(z) <1
ParTIiE IT

On considere la fonction g définie par :
2

g(1) =2 et (\m>1)g(x):/: (\/;mt)dt

2
v 1
1- a) Vérifier que : (Vo > 1 :/ (
) que : ( ) WY
Soit = € ]1;+o00[. On remarque que : Vt € |1;4+00[ : (tInt)’ =1+ Int.

)dtan.

Et on utilise cette remarque dans le calcul suivant :
S| ** (1+Int—Int ** /14 1Int ** /Int
. tint . tint . tint . tint
“ (tnt) !
- / at — / Lar
| tlnt |t
2 2

~ (e <t>>I - M
(

Soit = € ]1; +00[. On a :

g(z) —In2 :/m

a —1
b) Vérifier que : (Vo >1) : g(xz) —In2 :/ ( ttl t )dt'
n

Trt—1
c) Montrer que : (Vx >1) : g(z)—1In2 :/ <7>dt
N tint

On utilise la technique de changement de variable en pasant : u = v/%.

Donc ‘Cll—? = %ﬁ,donc dt = 2udu
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2 - a)

b)

e Sit=ux, alors u = V1.
e Sit =22 alors u=x.

Donc :

g(z) —In2 :/xJCZ(\fl;tl)dt :/;

Montrer que : (Vx> 1) : (z—/z)h(z) < g(x) —In2 < (z — /z)h(V2).
Soient = € |1;+o0| et t € [\/z;z].
On a la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle |1; 00|, donc elle est stric-

temnt décroissante sur [v/z;z] (car x > 1), d’ou :

VESt<z = h(z) < h(t) < h(v/3)

= h(z)dt < <“ t)dt < / h(y/z)dt
Ve Ve t“ | Ve N
— h(q:)/ 1dt < (ﬁ) t< h(\/g?)/ 1dt
e ¥
— h(z) t] < / (ﬁ)dt < h(\/z) H
VR nt , ¥
— h@)a—va) < [ (G )dt <AV V)
Ve tint
D’ou d’apres le résultat de la question I7) — 1) — a), on obtient :
h@)(@ — V3) < g(z) — In2 < A(V) (@ — v3)
En déduire que la fonction g est dérivable a droite au point 1.
On a d’apres la question 1) — 2) — a), pour tout = € ]1;4o0] :
Trt—1
mo)e—va < [ (g )it <A - V)
Ve tint
(2V@) () < L ‘T<t—1> < @=Vr)
s VT < L /f —ar < CVI( ) (e 1> 0)
- —1
Et on: lim — \/Eh(w) = li Vayr —1) h(z) = v

= I ) a ) dm i@ =g

z—=1t r—1

et on : lim Mh(ﬁ)
x—1t T —

= 1i = —
1 et (VE —1)(VZ + 1) 2’
d’ou d’apres le criteres des gendarmes pour les limites, on a :
1 Trt—1 1
z—1t T — N n
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—g(1 1 Trt—1 1

D’ott la fonction g est dérivable a droite de 1 et ¢/'(1) = 3.

c) Montrer que : lim g(z) =+o0 et que : lim @ =0.
T—+00 r—+o00 I

v On a d’apres la question IT) —2) — a) : pour tout = € |1; +o0[

(z —Vo)h(z) < g(z) —In2 < (z —Vo)h(Vz) = g(z) = (x —Va)h(x) +1n2

Et on a :
— —1
lim (x —+v/z)h(z) +In2 = lim (z—va)@—1) +1n2
r—+00 r—+00 $1111$ )
rz(l——= — =
xT—+00 Inx

= lim L 1—i (1—1>—+oo
~ zotoolnz NI x)

Inzx . 1 . 1
Car: lim — =0Tet lim ([1—— ] =1et lim (1 — 7> =1
r—+o0o0 I T—+00 \/5 T—+00 xT

d’ott d’apres les critéres de comparaison des limites : lim g(z) = 400,
T—+400

v On a d’apres la question IT) —2) — a) : Pour tout z € |1; +o0[
(2 — V() < glr) —n2 < (z — VD(V/E)

= (2= VD)h(z) + 2 < g(x) < (2 — VE)h(VE) +1n2
= @ﬁﬂw+%<<kﬁ%ﬁm@+m

x - - x

1 2 1 In2
Eton: lim ( 22— lim (1) h(:c)Jrn— =0
r—+00 T—+00 \/5

In2
) let lim h(z)=0et lim (n—> = 0)
T—+00 T—+00 X

) f)+h172 _zEToo<1_\/15)h<\/5)+m2—o

(Car : lim (
T—+00

eton: lim (

N

T—+00 €T

(Car: lim (1—%):1@ lim h(yvz) =0et lim (m):())

Tr—+00 T—+00 Tr—+00 €T

x
d’ot d’apres le critere des gendarmes pour les limites : lim @ =0,
r—+oo I

3 - a) Montrer que g est dérivable sur ’intervalle |1; +oo[ et que :
(Ve >1)); ¢'(z) = 3h(Va).

On a pour tout = € ]1; 400

\flnt

Onpose:f(t):ﬁ,etu( )—xetv( ) =2, d’ot :

On a la fonction f est continue sur I = |0;+oo[ en tant que inverse du produit de deux
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0,5 pt

fonctions continue sur ]0; +00], soit donc F une primitive de la fonction fonction u sur I,

v(x) v(z)
donc pour tout z € |1;4o00| : g(z) = / f(t)dt = [F(t)] = F(v(x)) — F(u(x)).
Et on a les deux fonctions u et v sont dérivables sur |1;+o00[ et w(]1;400[) C I et

v(]1; +00[) C I et F dérivable sur I, donc g = F o v — F o est dérivable sur |1; +oo[ et
on pour tout x € |1; 400 :
g(@) =(Flu@) = Fu(x)) = (@)F (v(z) —u (@) F (u(z))
= f(z) — 22 f(2?)

=2z

1 1
Vz2lnz2 Vrlnz
2z 1

T 2zlnz zlnx

z VT

zlnx zlnx

Ve

zlnx

r—1
= NgTﬁ = 3h(V7)
b) En déduire que : (Vx> 1) ; 0< g’ < %, puis dresser le tableau de variation de

g
On d’apres la question IT) —2) —b) : (Vx >1) 0 < h(z) <1,

donc pour tout z € ]1;4o00] :

=

= 0< h(y/z)<1

=

= 0<g'(x) <
]

d’ot la fonction g est strictement croissante sur |1; +oo|.

v Le tableau de variation de la fonction g est :

T 1 +0o0
g (x) +
—+00
o(x) /
In2

c) Construire la courbe (C).
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1 | 1 2 3 4 5 6 7T & 9 10
—1 1

PArTIE 11T

0,5 pt 1 - a) Montrer que la fonction & : x I+ g(x) — x + 1 est une bijection de l’intervalle
[1; +oo[ dans l’intervalle |—oo;1n 2].
On a pour tout z € ]1;400[ : k(z) = g(x) — (x — 1).
Puisque les deux fonction g et w : z  (x—1) sont dérivables sur ]1; 4o00[, alors k = g—w
est dérivable sur ]1; 4+o00[, donc pour tout x € |1;+o00] : k' (z) = g'(x) — 1,
et on d’apres la question 1) —3) —b) : (Vo >1) ; 0 < ¢'(z) < 1, donc :
r>1 = O<g’(:v)§%
= 0-1<g(z)—1<3i-1
= —1<K(z) <3
= k'(x) <0
d’otu la fonction k est strictement décroissnate sur [1; +oof,
donc la fonction k réalise une bijection de [1; +oo[ vers I'ntervalle :
k(L +oo]) = | lim k(z);k(1)| = ]—o0;In2[ = J—o0; In2].
(Car xginoo k(z) = xgrfoo(g(x) —z+1)= xginoozr(g(;) -1+ %) = —oo)
0,25 pt b) En déduire qu’il existe un unique réel a de 'intervalle |1;+oo[ qui vérifie :
1+ g(a) =a.
On sait que In2 > 0, donc 0 € ]—o0;1n 2], et puisque la fonction k réalise une bijection
de [1; +oo] vers I'ntervalle |—oo; In 2], alors :
(Bl € [1;+00]) k(a) =0
= (Aael;+o0]) gla) —a+1=0
= (Fael;+o0]) 1+g(a) =a
d’ou 'équation 1 + g(z) = x admet une unique solution « dans [1; +oo[.
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2 - Soit (u)n20 la suite numérique définie par: 1 <uy < aet (VYn>0) ; u,,; = 1+g(u,).

0,5 pt a) i. Montrer que : (vn>0) ; 1 <u, <a.

On procede par récurence ;

ePourn=0,0na: 1<y;=2<a

e Soit n € IN tel que :n > 0, supposons que : 1 <wu, < «a (H.R),

e Et montrons que : 1 <wu,, ; <«

On d’apres (H.R) :

1<u,<a = g(1) <g(u,) <gla) (carla fonction f est str.croissante sur[l; a])

= g(1)+1<g(u,) +1<gla)+1
= n2+1<u,,<a

= 1<u,,; <a (carl <1+In2)

donc, par récurrence, on a : (Vn>0) ; 1 <u, < a.
0,5 pt ii. Montrer que la suite (u) _ est strictement croissante.
On a d’apres la question I[11) —2)—a)—1i): (Vn>0) ; 1 <uw, < a.,
donc pour tout n <0 :
1<u, <a = k((u,)>g(a) (car la fonction k est str.décroissante sur[l; «])
= g(u,) —u, +1>0(car k(o) =0)
= 1+4+g(u,) >u,

=1<u,,; <u, (carl <1+In2)
Dot la suite (u,,) _  est strictement croissante.

0,5 pt iii. En déduire que la suite (u),

On a:

est est convergente et que lim u, = a.
120 n—too
e La suite (u,,) est décroissante;
e La suite (u,,) est minorée par 1.

Donc la suite (u,,) est convergente.

* On détermine sa limite [ :

e On remarque que : U, .| = ¢ (u,) avec p =1+ get (Vn>0) ; u, € [1;0],
e la fonction ¢ est continue et strictement croissante sur I = [1;a], donc :
o(1) = p([1;0)) = [p(L); p(a)] = [1 + In2a] € [1;a],

e la suite (u,,) est convergente vers [ avec | € R,

donc [ est solution de I’équation : f(x) =z
Onagpx)=r<=l+gx)=r<=zr=«

Dou: [ =q.

0,5 pt b) i. Montrer que : (VR e N) ; |u,,; —a| < (3)]u, —al.
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0,5 pt

ii.

iii.

On remarque que : U, ., = ¢ (u,,) avec p = 1+get p(a) =a (Vn >0) ; u, € [1;a].

On a la fonction ¢ est dérivable sur |1; +00[ en tant que somme de fonction dérivable

sur|1; o0, donc :

Et on a d’apres 1) —3) —b) :

21 = 0<g(r)<5 = |¢()| <3
Donc d’apres I'inégalité des accroissements fini appliqué a la fonction ¢ sur 'inter-

valle |1; 4-00[, on a :

(W(a:b) € 1 +ool?) ;5 lo(b) — g(a)| < 5 lb—al (+)

Soit n € IN, on prend : b = u,, € |1;+00[ et a = o € |1;4+00[ dans la relation (x) et
on obtient :

1
) = ()] < 5 lu, o

Montrer que : (Vn>0) ; (VneN) ; J|u, —al < (%)n lug — a.
On procede par récurence :

epour n=0,ona: |uy—al < (%)O lug — a.

e soit n € IN, suppossons que : |u,, —a| < (%)n lug — a| (H.R),

e et montrons que : |u, ; — | < (%)nﬂ lug — af.

On a d’aprés (H.R) : |u, —a| < ()" |up — al,

donc : 1 |u, —al < (%)HH lug — | (carg > 0),

et on d’apres ([11) —2) —b) — i) : |u,, 1 —a| < (%) lu,, — af,

dot : |u,, . —al < (%)nﬂ lug — a.

donc, par récurence, on a : (Vn>0) ; (VvneN) ; |u, —a| < (%)n lug — .
En déduire que nligloo U, = Q.

Ona: (VneN) ; |u,—a|<(3)" |uy—al,

et puisque nggloo (;)n lug —al =0 (Car; €]-1; 1[),

alors d’apres le critere de convergence des suites : lim u, = a.
.

%

MTM-Group (MathsForBac) 15/16 Option SM A& B




Session

Normal 2013

FIN

MTM-Group (MathsForBac)

16/16

Option SM A& B




ROYAUME DU MAROC

Baccalauréat Sciences Mathématiques

Session : Rattrapage juillet 2013

MATHEMATIQUES

Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v' L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ............... ... ...l 3.5 points
— Exercice 2 : Calcul des probabilités ..................................... 3 points
— Exercice 3: Nombres complexes ............ ..., 3.5 points
— Exercice 4 : Probleme d’analyse ............... ... . ... . ... 8.25 points

— Exercice 5 : Probleme d’analyse ............... ... ... i 1.75 points




Examen du Baccalauréat session rattrapage 2013

Exercice 1 : ( 3.5 pts )

les parties A et B sont indépendantes

partie A :
Q(x—l)(y—l)—l- (m—2)(y—2)

Pour tout z et y de U'intervalle G = |1;2[ on pose : z xy = ( 1)( 1) 4 ( 2)( 2)
x—1)(y— r—2)\y—

0,5 pt 1 - Montrer que * est une loi de composition interne dans G
2 - On rappelle que (Ri, ><) est un groupe commutatif.
On considere I'application f de R} vers G définie par :  f (:L') = iii
0,75 pt a) Montrer que f est un isomorphisme de ( il ><) dans (G, *)
0,5 pt b) En déduire que (G, *) est un groupe commutatif dont on déterminera 1’élément neutre.
partie B : 00 0
On rappelle que (M3 (]R), +, ><) est un anneau unitaire dont le zéroest O=| 0 0 0 | et I'unité
0 00
1 00 0 3 2
I = 010 et que (M3 (IR), =+, ) est un espace vectoriel réel, et on pose : A = 0 0 1
00 1 0 00
0,5 pt 1- a) Vérifier que : A3 = O et en déduire que A est un diviseur de zéro dans I’anneau
(Ms(R), +,.)
0,5 pt b) Vérifier que : (A2 —A+1 ) (A +1 ) = I en déduire que la matrice A+ I admet un inverse
dans (M3 (R), =+, ><) que 'on déterminera.
2 - Pour tout a et b de R on pose : M(a, b) = al 4+ bA et I'on considere ’ensemble :
E={M(a,b) / (a,b) € R?}
0,75 pt Montrer que (E ,+, ) est un espace vectoriel réel dont on déterminera une base.
Exercice 2 : (3 pts)
Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules noires indiscernables au toucher.
partie A :
On tire au hasard successivement et avec remise quatre boules de I'urne, et on considere la variable
aléatoire X égale au nombre de boules noires tirées.
1 pt 1 - Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
0,5 pt 2 - Calculer E(X ) I’espérance mathématique de la variable aléatoire X

partie B :

On réalise 'expérience aléatoire suivante en trois étapes :
Etape 1 : On tire une boule de 'urne, on marque sa couleur et on la remet dans I'urne.
Etape 2 : On ajoute dans I'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée a 1’étape 1.

Etape 3 : On tire successivement et sans remise 3 boules de I'urne qui contient alors 12 boules
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apres ’étape 2.
On considere les évenements suivants : N "la boule tirée a ’étape 1 est noire"
R "la boule tirée a I’étape 1 est rouge"

E "toutes les boules tirées a ’étape 3 sont noires'

12
0,5 pt 1 - Montrer que : p(E N N) = 5
0,5 pt 2 - Calculer p(E)
0,5 pt 3 - Calculer la probabilité de I’événement R sachant que E est realisé.
Exercice 3 : (3.5 pts)
partie A :
Soit a un nombre complexe différent de 1
On considere dans ’ensemble C 1’équation : (E) D222 — 2(a - l)z + (a — 1)2 =0
(a - 1) . (CL - 1) . . . .
0,5 pt 1 - Montrer que : z; = T(l +1) et z9 = 5 (1 — 1) sont les deux solutions de 1’équation
(E)
2- Onprend: a=¢%avec 0<O<m
i 0 0+
0,5 pt a) Montrer que : a —1 = 2sin (§>el( ) )
1 pt b) En déduire la forme trigonométrique de z1 et zo
partie B :
Le plan complexe étant rapporté a un repeére orthonormé direct (O, i, 17)
On admet que Re (a) < 0, et on considere les points A(a), B( — i), C’(z) et B’(l)
0,5 pt 1 - Déterminer en fonction de a, les affixes des points J et K milieux respectifs de [AC] et [AB]
0,5 pt 2 - Soit 1 la rotation de centre J et d’angle g, et ro la rotation de centre K et d’angle g
On pose C' = (C) et A" =ry (A) et soient ¢ I'affixe de C’ et o’ Vaffixe de A’
Montrer que : @’ = 21 et ¢ = 2o
'
0,5 pt 3 - Calculer ~ et en déduire que la droite (AB’) est une hauteur du triangle A’B'C’
a —_—
Exercice 4 : (8.25 pts)
1
Fle) = ————
1 - Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0; +oo] par : 14 2%In (37)
F(o) =1
0,5 pt a) Montrer que f est continue & droite au point 0, puis calculer lim f (z)
T—-+00
0,5 pt b) Etudier la dérivabilité de f a droite au point 0
(On pourra utiliser le résultat lim zIn? (w) =0)
z—0t
—xln (ZL‘) (1 + In (a:))
0,5 pt c) Montrer que f est dérivable sur |0; +o00[ et que : <Vm > O) ; f’(m) =

3
(1 + 22 In? (:1:)) 2
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0,5 pt d) Donner le tableau des variations de la fonction f
xX
2 - Soit F' la fonction numérique définie sur [0; +-o00] par : F(:U) = / f(t) dt
0
et soit (C’F) la courbe représentative de F' dans un repere orthonormé (O, 7, j)
0,25 pt a) Déterminer une primitive de la fonction x In (2) sur l'intervalle [e; 00|
zln (x
0,5 pt b) Montrer que : (Vt > e) : tln (t) < /1 + t21n? (t) < \/§t In (t)
1
0,75 pt c) Montrer que : (Vaz > e) ; — / dt <In ( )
v V1 + 21 (=)
i L F(z) _
0,5 pt d) En déduire que : lim F( ) +o0 et lim =0
r—+00 r—+00 I
0,5 pt e) Montrer que (C F) admet deux points d’inflexions dont on déterminera les abscisses.
1
1 pt f) Construire (Cp) (on prend F(l) ~ 0,5 et F<7) ~0,4)
e
3 - Pour tout z de [0; +00] on pose cp(a:) =x— F(a:)
0,75 pt a) Montrer que lim gp(ac) = +o00 et étudier les variations de ¢
T—r+00
0,5 pt b) Montrer que pour tout entier naturel n, ’équation gp(x) = n admet une seule solution «,
dans I'intervalle [0; 00|
0,5 pt c) Montrer que : (Vn S ]N) ; ay, > nopuis calculer : lim «y,
n—-+00
Flo F(n
0,5 pt 4- a) Montrerque:(Vnzl);Og (”)g ()—i—f(n)
Qn n
(On pourra utiliser le théoréme des accroissements finis)
0,5 pt b) Calculer : lim on
n—+oo n
Exercice 5 : (1.75 pts)
TL2
. arctan (n)
Pour tout entier naturel non nul n on pose : up, = [ —————~ et v, =In (un)
arctan (n + 1)
0,25 pt 1 - Vérifier que : <Vn > 1> vy = n? (ln (arctan (n)) —In (arctan (n + 1)))
0,5 pt 2 - En utilisant le théoréme des accroissements ﬁgies , montrer que :
—-n
Vn>1> <30€ nn+1 ) ; Up =
< = ) [ " (1 + 02) arctan (c)
—n? —n?
0,5 pt 3 - Montrer que : <Vn > 1) ; 5 <, < 5
(1+n?) arctan (n) (1 + (n+1) ) arctan (n + 1)
0,5 pt 4 - Calculer 11111 U,

n—-+0oo

FIN
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0,5 pt

Exercice 1 : (3.5 pts)

les parties A et B sont indépendantes

partie A :

20 —1)(y — 1 —2)(y—2
Pour tout x et y de l'intervalle G = |1;2[ on pose : x xy = (2 )y )+ (@ )y )

(z—1(y—1)+(z—-2)(y—2)
1 - Montrons que * est une loi de composition interne dans G :

Soit (x,y) € G? , montrons que : x xy € G

2@ -Dy—1)+(z—-2)(y —2)
(z—=Dy—1)+(x—-2)(y—2)
_ =Dy -D+@E-1E-1)+@-2)(y—2)
(z=Dy—1)+(z—2)(y—2)
_-Dy-D+@=—-2)(y—2) (z—1)(y—1)
(z-Dy—-D+@-2)(y—-2) @-Dy—-1)+@@-2)(y—2)
(z—-1D(y—1)
(z—=1(y—1)+(x—-2)(y—2)

THY =

=1+

Ona: ze]l;2etyell;2] ca-d: 1<axz<2etl<y<2,alors:
(x—1)>0 et (y—1)>0 (zr—1)(y—1)>0
d’ou :

(x—2)<0 et (y—2)<0 (x—2)(y—2)>0

Ona: (z—2)(y—2)>0<=(z—y—1)+(x—-2)(y—2)>(xz—1)(y—1)

(z -1y —1)
I [ e R B
(= 1)y~ 1)

(z—=Dy—1)+(z—2)(y—2)

S 1l<1+ <2

Dou: zx*xye€ G. ‘Alors : * est une loi de composition interne dans G ‘
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0,75 pt

2 - On rappelle que (R, x) est un groupe commutatif.

_x+2
S r+1
a) Montrons que f est un isomorphisme de (R, x) dans (G, *)

On considere l'application f de R vers G définie par :  f(x)

e Montrons d’abord que f est un homomorphisme :

Il suffit de vérifier que :

Vr,y € RY 5 flz xy) = f(z)* fy)
Soit x et y deux éléments de R’ , on a :

2 2
F@)x ) = T e

2 2 2 2
_ z+1 y+1 z+1 y+1

x+2_1 w—l n x+2_2 w—Q
r+1 y+1 r+1 y+1
1

2—x—1 2—y— 2—2x—2
2x+ x xy+ Y T+ x Xy+

22y —2

+

r+1 y+1 r+1

y+1

- pR— 2—y—1 2— 21— 2 292y —2
x + x Xy—i— Y +x+ x Xy—i— Y

z+1 y+1 z+1
2 1 —x —y
X + X
z+1 y+1 zz+1 y+1
1 1 —T —y
X + X
z+1 y+1 z+1 y+1
2 n T XY
+D+1) (z+Dy+1)
1 n T XYy
(z+1D(y+1) (x+1)(y+1)
242 xy
_@+Dy+1) _ rxy+2

rxy+1
(z+1(y+1)

Donc f est un homomorphisme de (R, x) dans (G, )

e Montrons que f est une bijection de (R%, x) dans (G, )
Donc il faut vérifier que : (Vy € G) , Blz e RY) : f(z) =y

42
= <> =
f@)=ye —7 =y

Sylx+1l)=x+2

Say+y=z+2
cry—1)=2-y
2—y

sr=—>"

9 _
OryelG cad 1<y<2,donc 0<y—1<1 et 0<2—y<1 alors

par suite x € R7..

y+1
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9 _
supposons qu’il existe un y’ € G tel que x = — yl
y_
on trouve :
2_y 2_y/ / / / /
—— =YYy 242 =y —2—yy +2y
y—1 ¢y —1

Sy—y —2y—y)=0
Sy—y =0sy=y

D’ou 'unicité de . |Donc f est une bijection de (R, %) dans (G, *)

Finalement f est un isomorphisme de (R%, x) dans (G, )

0,5 pt b) Déduisons que (G, *) est un groupe commutatif dont on déterminera 1’élément neutre.
On a f est un isomorphisme de (R, %) dans (G, %), donc (R%, x) et (G, *) ont la méme
structure.

Comme (R, x) est un groupe commutatif alors (G, *) aussi un groupe commutatif , de
plus I’élément neutre de (R*, x) est e = 1 alors ¢’ = f(1) = g est I’élément neutre de
(G, *).
finalement (G, ) est un groupe commutatif d’élément neutre e’ = %
partie B : 00 0
On rappelle que (M5(R), +, x) est un anneau unitaire dont le zéroest O = [ 0 0 0 | et lunité
000
1 00 0 3 2
I=10 1 0] et que (Ms(R),+,.) est un espace vectoriel réel, et on pose : A= 10 0 1
0 01 0 0 0
0,5 pt 1 - a) Vérifions que : A3 = O et en déduire que A est un diviseur de zéro dans I’anneau
(M3(R), +,.)-
e Montrons que : A% = O
Ona:
0 3 2 0 3 2 0 3 2
AB=AxAxA=]0 0 1|x]0 0 1]|x]|0 0 1
0 0O 0 0O 0 00
0 0 3 0 3 2 0 0 0
=10 0 0|x|0O O 1|=|000]=0
0 00 0 0O 0 00
e Déduisons que A est un diviseur de zéro dans 'anneau (M;(R),+,.)
Ona A, ,A%2 € My(R) et Ax A2 = O avec A+ O et A2 # O,
Donc A est un diviseur de zéro dans M;(R)
Par suite : A3 = O et A est un diviseur de zéro dans (M;(R), +,.)
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0.75 pt

b) Vérifions que : (A2 — A+ I)(A+1) = I. Puis déduisons que la matrice A+ I admet un
inverse dans (M;(R),+, x) que 'on déterminera.
e Vérifions que: (A2—A+I1)(A+1I)=1:

Calculons :
(A2— A+ DA+ = A+ A7 - A - A+ A+T1=A+1=0+1=1

D’ot le résultat.
e Déduisons que la matrice A+ I admet un inverse dans (Ms(R), +, x) que 1'on déter-
minera.
Puisque A et I deux matrices de M5(R), alors (A% — A+ 1) est un élément de M5 (R).
On sait que : (M35(R),+, x) est un anneau commutatif d’unité I, donc la loi x est
commutatif , c-a-d : (A2 — A+ 1) x (A+1)=(A+1)x (A> — A+ 1) =1 Alors
(A + 1) est inversible dans (M5(R), +, x) d’inverse (A2 — A + I).
Donc : (A2 — A+ I)(A+1)=1Tet (A2 — A+ 1) linverse (A + I) dans (M5(R), +, x)

2 - Pour tout a et b de R on pose : M(a,b) = al + bA et 'on considere ’ensemble :
E:{Mm@/@wemﬂ
Montrons que (F, +,.) est un espace vectoriel réel dont on déterminera une base.
* Montrons que (F,+,.) est un espace vectoriel réel.
e Ona F # 0 car O=M(0,0) € Eet E C Ms(R) de plus (M3(R),+, X) est un e.v
e Soient M(a,b),M(c,d) € Eet o, € R

aM(a,b) + M (c,d) = a(al +bA) + B(cl + dA)
= (aa + Be)l + (ab + Sd)A
= M(aa+ Be,ab+ pd) € E.

Alors (E,+,.) est un sous espace vectoriel de (M;(R), +, X)

‘ Donc : (E,+,.) est un espace vectoriel réel. ‘

* Déterminant une base de (E, +,.).
On a:VM(a,b) € E; M(a,b) =al +bA donc (A, ) est une famille génératrice.

Et: Vo, € R
1 00 0 3 2 0 00
al +A=0=a |0 1 O[+B|0 0O 1|=]0 0 O
0 01 0 00 0 00
a 38 26 0 00
|0 a Bg|=1]0 00
0 0 O 0 00
= a==0
‘D’oﬁ (I, A) est une base de (E,+,.) et dim(E) = card(I,A) = 2. ‘
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1 pt

Exercice 2 : (3 pts)

Une urne contient 7 boules : 3 boules rouges, 4 boules noires (indiscernables au toucher )

Partie A :

On tire au hasard successivement et avec remise 4 boules de I'urne, et on considere la variable
aléatoire X égale au nombre de boules noires tirées.
On consideére 1'univers €, On tire successivement et avec remise 4 boules, donc : card(Q) = 74 =

2401
1 - Déterminant la loi de probabilité de la variable X.
Les valeurs prises par X sont : 0,1,2,3,4 , donc X () = {0;1;2;3;4}
e L’événement (X = 0) se traduit par : ”Aucune boule noires tirée” (NNNN)

34 81

X = = — = —
P(X=0)=2 = 501

L’événement (X = 1) se traduit par : "Obtenir une seule boule noires” (NNNN)

_Op x4 x 3% Ax4x27T 432

X=1 _ _
p( ) 7 2401 2401

L’événement (X = 2) se traduit par : "Obtenir deux boules noires” (NNNN)

O x4?2x3% 6x16x9 864

X=2 _
Pl ) 7 2401 2401

L’événement (X = 3) se traduit par : "Obtenir trois boules noires” (NNNN)

CCix 4P %31 4x64x3 768
- 74 2401 2401

p(X =3)

L’événement (X = 4) se traduit par : "Obtenir quatre boules noirs” (NNNN)

44 256

X=4)= — = ——
p( ) =71 = 201

D’ou la loi de probabilité da la variable aléatoire X ‘

z, | 0 1 2 3 4
8T | 432 | 864 | 768 | 256
2401 | 2401 | 2401 | 2401 | 2401

b;
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

2 - Calculons E(X) l'espérance mathématique de la variable aléatoire X.
2 48 256 5488 16

81 432 864

EX) =S zp(X =2,)=0 1 2 3 4 — e _ 2

(%) ;xzp( i) = 0% a0 T 5001 T2 2001 T3 2001 T 2201 T 2001 ~ 7
1

Alors:E(X):76

Partie B :

On réalise 'expérience aléatoire suivante en trois étapes :
Etape 1 : On tire une boule de 'urne, on marque sa couleur et on la remet dans 1'urne.
Etape 2 : On ajoute dans 'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée & Pétape 1.
Etape 3 : On tire successivement et sans remise 3 boules de 'urne qui contient alors 12 boules
apres ’étape 2.
On considere les évenements suivants : N «la boule tirée a ’étape 1 est noire»
R «la boule tirée a I’étape 1 est rouge»

FE «toutes les boules tirées a ’étape 3 sont noires»

12
1 - Montrons que : p(ENN) = or
On sait que : p(ENN) = p(N) x py(E), avec py(E) c’est la probabilité de tirée 3 boules
noires a 1’étape 3 sachant qu’on a tirée une boule noire a 1’étape 1.

Calculons :
014

N)=—= =

A 504 21

EFy= "2 — ——~ —
PvE) = 8- 1320 ~ 55

4 21 12

Al . E N) = N F) = — - =

ors s pENN) =p(N) x py(B) = 2 % o = =
12

D’ou : p(EﬁN):%

2 - Calculons p(F)

p(E) =p(ENN)+p(ENR)=p(N) xpy(E)+p(R) X pr(E)

12 Ci A3

T T o X B

55 Ci T A3,

12 3 24

55 7 1320

_ 12,3 87

55 385 385
87
Donc:p(E):%

3 - Calculons la probabilité de I’événement R sachant que E est réalisé.
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0.5 pt

AL G s
_p(RNE) _pr(E)xpR) A}, C7 1320 "7 _ 1

R) = = = -
Petf) =) b(E) 7 ST
385 385
Finalement la probabilité de I’événement R sachant que E est réalisé est : pp(R) = 29

Exercice 3 : (3.5 pts)

partie A :

Soit @ un nombre complexe différent de 1

On consideére dans I'ensemble C l'équation :  (E) : 222 —2(a—1)z+ (a—1)2 =0

(a—1) (a—1)

(14i) et 2z =

1 - Montrons que: z; = (1—1) sont les deux solutions de I’équation

(E) On a :
(1+i))2—2(a—1)(<a;1)(1+i)) +(a—1)?

(@—1)2(1 +1)?

4

(-1
A

—i(a—1)2—(a—1)2(1+1i)+ (a—1)°

:(a—1)2<2’—(1—|—z’)—|—1) :(a—1)2(i—1—z‘+1)

22?—2(a—1)zl+(a—1)2:2((“;1)

—(a=12?1+4) + (a—1)?

2
Zi —(a—1)2(1+4) + (a —1)?

:(a1)2<i1i+1> =(a—1)>x0=0

Donc z; est une solution de (E).
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0.5 pt

1 pt

De méme :

2:2 — 2(a— 1)z, + (a — 1)2 :2<<“_1)(1—i))2—2(a—1)((“_1>(1—i)> 4 (a—1)?

2 2
a— 2 _Z'2
=S 20—+ 12
a—1)2
:—Zi< D, —(a—1)*(1—4)+ (a—1)?

Z
= —i(a—1)2 = (a—1)2(1 —i) + (a — 1)?

:(a_1)2(_¢_(1—¢)+1> :(a—1)2<—i—1+i+1>

=(a—1)2x0=0

Donc z, est une solution de (F).

Et puisque (E) est une équation du 2°™¢ degré, donc elle admet deux solutions .

Finalement z; = (1 —1i) sont les deux solutions de ’équation (F)

(14+1) et 2y =

(a—1) (a—1)
2 2

2- Onprend: a=e?avec 0<O<m

0 NCER
a) Montrons que : a —1 = 2sin (2>e‘< J; )

Ona: a=¢e?avec 0 < <7, donc:

) ) . L0+ . L0+ . L0+
a_lzezﬁ_lzezﬁ+ezw:el( 5 ) ezee—l(T)+ezwe—1( 5 ))

Il
@.
AQD
|+
3
X
[\
Q
Q
®
N
|
|
3
N~

Donc a —1 = 2sin (g)é(ezw)

b) Déduisons la forme trigonométrique de z; et z,

Ona: 1+4i= ﬁ(?—k\fl) :ﬂ<cos(2)+isin(2)> = V2]
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0.5 pt

0.5 pt

ot 1—i= \@(cos(jf) +isin(j)) —V2ei T

Donc : z, = (GQ;D(I +1i) = ;Zsin (g)ei(egﬂ).\@eiz

0\ ./0 3= 0 0 =
_ : _ il =+ — 3 _ _ —
= V2sin (2)6(2 4) (sm(2> >0 car 0< 5 < 2)
= sin 2 cos > 1 7 8in > 1

. . (0 0 3m .. (0 37
Finalement : z;, = v/2sin <2> (cos (2 + 4) + 7sin (2 e 4))

. 0 0 w . 0 =«
et z2:\/§sm (2)<COS (2+4>+zsm <2—|—4)>

Le plan complexe étant rapporté a un repere orthonormé direct (O, 177 1?)

partie B :

On admet que Re(a) < 0, et on considere les points A(a), B(—i), C(i) et B'(1)

1 - Déterminons en fonction de a, les affixes des points J et K milieux respectifs de [AC] et

[AB].

J est le milieu de [AC], donc : zJ:ZA;ZC:a;—i:%+%
s 24+ 2 a—i a i

Kestlemlheude.[AB],donc: Z.K: A; B — 5 =53

Alors:zJ:g—I—%etzK:g—%

2 - Soit r; la rotation de centre J et d’angle g, et r5 la rotation de centre K et d’angle g

On pose C" =7r,(C) et A" =1,(A) et soient ¢’ I'affixe de C” et a’ 'affixe de A’

MTM-Group (MathsForBac) 9/19 Option SM A & B




Session : RATTRAPAGE 2013

Montrons que : a’ = z; et ¢’ = z,

Ona:ry(A)=A" <= z4 — 2z = (ZA—zK)eig

S zy = (24 —zK)eig+ZK

<:>a’—(a—g—i-z)i—i-g—z—(g—i-i)i—i-g—z
a 2 2 2 2 \2 2

ia—1l4+a—1 (a—1)(1+7)
—a = 5 = 5 =2z

De méme : r,(C)=C" <= 2o —2z; = (zC—zJ)eig
=z :(zC—zJ)eig+zJ
 —l—data+i  (a—1)(1—1)

<~ c = 5 = 5 = 29

Dot :a’ =z, et ¢/ = 2z

/ _ /
¢ , puis en déduire que la droite (AB’) est une hauteur du triangle A’ B’C’

3 - Calculons a4

0.5 pt
a—c (a—1)(14+i)—(a—1)(1—4) 1+i—1+1 .
a—1 2(a—1) B 2 N
a —c . a —c T . — T
Donc =1 alors arg = —[2n] dou |BA;C’A’ | = [27]
a— a—1 2 2
Il s’ensuit que : (AB") L (A’C").
‘ Finalement : la droite (AB’) est une hauteur du triangle A’ B'C”
Exercice 4 : (8.25 pts)
1
o) =
1 - Soit fla fonction numérique définie sur I'intervalle [0; +oo] par : 1+ 2%1n” (z)
f0) =1
0,5 pt a) Montrons que f est continue & droite au point 0, puis calculons hI_El f(x)
r—r+00
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0.5 pt

0,5 pt

e Montrons que f est continue a droite au point 0.

1 1
Ona: lim f(x) = lim = =1 (Car: lim:z:lnx:O)
z—0* (z) 20" 14 (zIn (z))? 1+0? z=0"

donc : lirgl+f(x) = f(0)
e Calculons lim f(z): lim f(z)= lim ! =0

Tr—+00 Tr—+00 T—+00 2
1+ 221n® (z)

T—+00 T—+00

(car s lim 22ln?z = —i—oo) Alors f est continue & droite au point 0 et lim f(z) =0.

b) Etudions la dérivabilité de f & droite au point 0 :(En utilisant lim xIn? (z) = 0)

z—0F

1
—1
- f(x) — £(0) . 1+ (zln(x))? . 1— /14 (zln(x))?
z=0t  x—0 =0+ x =0 2 /14 (zIn (2))?
_ —(zInz)?
1+ (zln(x))? (1 +4/1+ (zln (x))Q)
_ —zln’x
SR (zln (z))? (1 +4/1+ (zln (x))Z)
= 0 0eR

VITOR(L+ VIt )

‘Donc [ dérivable a droite au point 0 et f;(0) =0 ‘

—zln (z) (1 +1In (x))

¢) Montrons que fest dérivable sur |0; +o00[ et que : (Vm > 0) ; f(x) = ( )3
1+ 221n ()

On a : z > 2 est dérivable sur R en particulier sur ]0;+o00[. (fonction polynome)
ainsi : z — In® z est dérivable sur |0; +-00], donc : z = (z1Inx)? est dérivable sur |0; +00]

comme produit de deux fonctions dérivables sur |0; +o00|
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0,5 pt

alors f est dérivable sur ]0; +oo]. ‘

et puisque 1 + (zInz)? > 0 pour tout x de ]0; +oo],

(ve>0); f(@) = (M)

_ ((1+ <xlnx>2)2)/
( xlnx) _1(1+<xlnw>2>/
( xlnx) <2xlnx><x1nx>’
5

1+ (zlnz) ) (Za:lna:)(ln:c—i—l)

wo|,L

2

|
o

|
s

—xlnx(l +Inz
(1 + (z lnx)Q)

—mlnm(l +Inz

(1+@map)

d) Donnons le tableau de variations de la fonction f
—zlnx (1 +Inz

(1+ (o)

D’abord on remarque que : (V:L’ > O) ; (1 + (zln x)2> > 0, donc le signe de f’ est

NI [\ /

|00 |\ /

D'ou Vz €]0;+00[ 5 f'(z) =

N[ [\ v

Etudions le signe de : fl(x) = sur ]0; 400

celui de —lnx<1 + lnx>.

1
puisque Inx s’annule en 1 et (1 +In :L') s’annule en —, on peut établir un tableau :
e

1
T 0 - 1 +00
e
—Inx + + 0 -
1+Inz - 0 + +
[ (@) - 0 + 0 -
D’ou le tableau de variations de f:
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0.25 pt

0.5 pt

0.75 pt

1
z 0 - 1 +00
e
[ (z) - 0 + 0 -
1 1
fle™) 0
Avec : f(e!) = =

2 - Soit F la fonction numérique définie sur [0; +oo[ par :  F(x) = / f(t)dt
0

- —

et soit (C'p) la courbe représentative de F dans un repére orthonormé (O, 1, )

a) Déterminons une primitive de la fonction : x 17() sur Uintervalle [e; +o0
xln(z

Ona: zr zlnx continue sur |0;+o0[ , en particulier sur [e;+oo] |,

et zlnzx #0 sur [e;+oo], donc z est continue sur l'intervalle [e; +o0] ,

zln (z)
alors admet une primitive ¢ sur [e; +00].
1 T Inz)’ ¢

o (Inz) = (ln\ln(:ﬁ)|+c ) / ceR

zlnz :lnm Inxz

Or :

on prend ¢ =0 , et comme z € [e;+o0[, lnz >1

Donc : ¢(z) = In(In(z)) est une primitive de la fonction : z sur l'intervalle [e; 4+o00[

zln (x)

b) Montrons que : (Vt > e) ;tin(t) < 4/1+¢2 In? () < V2t 1n (t)

(Vt > e); th(t)>ex1>1< (tht) >1>0
&0+ (tn(1)* <1+ (tn(t)” < (tIn()” + (¢1n(t))”
2

& (tIn(t))” < 1+ (tIn(t)? < 2(¢In(t))

& \/(tln(t))2 < \/1 + (tIn(t)* < \/Z(tln(t))2

Stln(t) <1+ (¢ ln(t))2 < V2t In(t) (car s tln(t) > O)

Donc : <Vt>e) ; tln (t) < \/1+ t21n? (t) < \/ﬁtln(t)

1 x
¢) Montrons que : (V:C > e) ; 7 In(In(z)) < /

B S
1+21n® (2)

D’aprés la question précédente : (Vt > e) s tln () < /14 121n% (1) < V2tIn (t)
1

dt <In (ln (:1:))

1 1
donc : (Vt > e), < < (%) <car s tin(t) > 0)
TG AN ST
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0.5 pt

1
Ortme Fn() et t — f(t) sont continues sur [e; +o00o] et comme z > e alors :
n
0= [ < et W
\ftln 1+ #21n? tln
-7 } / yeremad LN
\/i 1+ 2 1n?
= i ] / [ln ]
V2l \/1+t21n?
LT
= — | In(In(z)) — In(In(e ] / [ x)) — ln(ln(e))}
vzl /1 + t21n?
- /
\/i \/1+ 12 1n?
. 1 * 1
D’ou : (Vx > e) ; —=1In(In(z)) < / —  _dt<In (ln (x))
V2 e J1+12m2 (2)
d) En déduire que : lim F(z) =+ocoet lim —= =0
xr—+00 r—+o0o I
e D’apres la question précédente : — ln In(x /
\/1+t21n?
donc : / f(t) (In(z))
et comme : lim In(In(x)) = 400
r—+00
Alors d’apres le théoréme des gendarmes : liI_El / f(t)dt = +o0
Tr—+0o0

= /Oef(t)dtjt/j f(t)dt avec / f(t)dt =c** e R

D’ou : lim F(z) = +o0

T—+00

e De méme :

o)< [ 10 < mn)

1
pour x strictement positif , en multipliant chaque membre par le nombre — qui est aussi
x

strictement positif :

In(1 In(1 1
Comme : lim M = lim n(in(z)) n(z) =0x0=
z—too T z—too  In(x) x
1 X
Alors d’apres le théoreme des gendarmes : lir}ra — f(&)dt =0
T—>+o00o
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0.5 pt

1 pt

f)

. F(x) 1 ¢ v T O cte
Donc : lim —I1_1>1}r100$</0 f(t)dt+/e f(t)dt) = lim — f(t)dt%—? =0

r—+o00 I

D’ou : lim L)

T—+00 I

=0

Montrons que (Cp) admet deux points d’inflexions dont on déterminera les abscisses.
On a Fest la fonction primitive de f sur [0; +oo[ , autrement dit :

(Vac € [O;—l—oo[) , F'(x) = f(x)
et comme f est dérivable sur ]0; 400 alors F” aussi dérivable sur ]0; +o00]

1
donc : (Vx € [0;+oo[> , F"(x) = f'(x) , alors F” s’annule en x = — et x = 1 en
e

changeant de signe . (voir le tableau de signe de f’>

1
Finalement (Cf) admet deux points d’inflexions d’abscisses respectives z = = et z =1
e

1
Construisons (Cp) (on prend F(1) ~ 0,5 et F<7> ~0,4)

e
Dressons le tableau de variations de F':

D’apreés le tableau de variations de f : (Vaz € [0; —l—oo[) , F'(z) = f(z) 20

x 0 +00
F'(x) +
400
F /
0
. ) . F(z) )
ainsi:  lim F(z) =400 et lim =0 donc (Cf) admet une branche parabolique

T—+00 r—=+00 I

de direction l’axe des abscisses au voisinage de +oo. D’ou (C) :

3 - Pour tout x de [0; +o0[ on pose p(x) =z — F(x)
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0.5 pt

0.5 pt

a) Montrons que lim ¢(x) = +oo puis étudions les variations de ¢

xr——+00
_ L - F(x)
e Montrons que lim ¢(z) = 400 : En utilisant :  lim =0
T—+00 r—+o00 I
. . : F(z)
Ona: lim p(z)= lim 22— Flz)= lim z(1— —= | =4
T—+00 T—+00 T—+00 x

Dot : lim ¢(z) = +oo

r—+00

e Etudions les variations de ¢
On a : ¢ dérivable sur [0; 00| car : Fest dérivable sur [0; 00|
et (V:E € [0; —}-oo[), ' (x) =1—F'(z) =1— f(x) >0, car f(z) < 1 sur [0;+o0[
(d’apres le tableau de variations de f).

ainsi : ¢’ (2) =0<«<= f(x) =1<= 2 =0o0uxz =1 (d’apres la question 1 — d)

‘Donc ¢ est croissante sur [0; 00| ‘

b) Montrons que pour tout entier naturel n, 'équation ¢(z) = n admet une seule solution
«,, dans lintervalle [0; +oo] :
On a : ¢ continue et strictement croissante sur [0; +oo[ , donc ¢ est une bijection de

500l vers [0 +oc] ) ot o 05000l ) = [410) tim p(a)| = [0 +o¢]

d’apres la définition de la bijection : (‘v’y € [0; —i—oo[) , (3!36 € [0; —i—oo[) ; p(x) =v.

pour y =n €N C[0;+o0] (3!% € [0;+OO[> ; pla,) =n.

Autrement dit : Vn € N 1’équation ¢(z) = n admet une seule solution «,, dans [0;4o0|

( On peut considérer la fonction f,,(z) = ¢(x)—n et montrer que 1 ’équation f, (x) =0
admet une seule solution dans [0; —l—oo[)

c) Montrons que : (Vn € ]N) ; o, > n puis calculons :  lim «,,
n—-+00

e On a d’apres la question précédente : (Vn € ]N) , o, = 0et puisque F'est strictement
croissante sur [0; +-o0o[ donc : F(a,,) > F(0) , il s’en suit :

VvnelN, F(a,) 20 (1)

Et on sait que Vz € [0; +o0o[, ¢(x) = z— F(z) donc ¢(a,) = a,, — F(av,,) car a,, >0

d’ou : F(an) =ay — QO(Oén> (2)

de (1) et (2) on trouve «,, —¢(,) =20 cad a, > ¢(a,)
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0.5 pt

0.25 pt

Finalement : (Vn S ]N) ;Q, >N

e Ona: (Vne]N);anZn et lim n=+4o0c0 |D'ou Ilim o, =+o0

n—+oo n—-+oo

M) 0 )

4 - a) Montrons que : (Vn > 1) ;0K
n
(On pourra utiliser le théoréme des accroissements finis)

Vn > 1, F est continue sur [n; an} et dérivable sur }n; an[ donc d’apres le théoréme

des accroissements finis  Jc €]n; a,[ tel que :

1 1 F F
Or: a,2n=—<—-—= (n)gﬂ (1) (car:F(n)>O Sur]n;an[)
a, n a,, n
ainsi: c¢>n= f(c) < f(n) (2) ( car : f est décroissante sur [1;4o0|
deplus: —>0= - <0=1- 2 <1 (3
an n n
F F
De (1), (2) et (3) on en déduit que : (Vn > 1) ; 0< (@) < (771) + f(n)
a,, n
. a,
b) Calculons : hr+n .
n——+oo N
Ona: Fey) = o, — ple,) T L N
Fla F(n F(n
Or : (Vn}l) ;0 < (@) <L+f(n):>0<1—iéﬁ+f(n)
a,, n a,, n
: _ F(n) : X -
et puisque : (Vn > 1) ; lim ——= =0 et lim f(n)=0 donc d’apres le théoreme
n—+oo N n—-+o0o
des gendarmes on a : lim 1 — o 0 |Dou lim %
n—-+o00 an n—+oo N

Exercice 5 : (1.75 pts)

) arctan (n) "
Pour tout entier naturel non nul n on pose : v, = [ ———— et v, =1In(u,)
arctan (n + 1)

1 - Vérifions que : (Vn > 1) v, =n? <ln (arctan (n)) —In (arctan (n+ 1)))

Soit n un entier naturel non nul n , on a :

arctan (n) " ) arctan (n)
e ot

=n? <ln (arctan (n)) —In (arctan (n+ 1)))
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0.5 pt

0.5 pt

Alors : <Vn > 1) i v, =n? (ln (arctan (n)) —In (arctan (n+ 1)))

2 - En utilisant le théoréme des accroissements finies , montrons que :

(14 ¢2)arctan (c)

Considérons la fonction f définie sur [n;n + 1] par : f(z) = In(arctan(x))

(VnZl) <Hc€]n;n+1[> v, =

On a : x - arctan(x) est continue et arctan(x) > 0 sur [n;n+ 1] et ¢t +— In(¢) est continue
sur |0; +o00| donc f est continue sur [n;n + 1] et dérivable sur |n;n+ 1] .

d’apres le théoreme des accroissements finis : e €]n;n + 1] tel que :

1
fln+1)— ffle)(n+1—n)=In (arctan (n+ 1)) —In (arctan (”)) - arlc‘:z_ufzc)
2
(ln arctan (n+ 1)) —In (arctan (”))> - (1+ CQ)Zrctan(C)
2
<1n arctan )) —In (arctan (n+ 1))) - (1+c2) :rctan(C)
0 . . : = _n2
Par suite : (Vn > 1) (30 € Jn;in+ 1[> » Un = (14 ¢2) arctan (c)
—n? —n?

<w, <

3 - Montrons que : (Vn > 1) ; 5 5
(14 n?) arctan (n) (1+ (n+1) )arctan (n+1)

—n?

D’apres la question précédente (Vn > 1) (Elc elnn+1 ) p U, =
P 4 P ] [ (1 + ¢?)arctan (c)

donc :

n<c<n+l=n?<c?<(1+n)?

=14+n2<1+c2 <1+ (1+n)?

1 1 1
= < <
1+(14+n)2 142 1+4+n?

de facon analogue :

n < c<n+1= arctan(n) < arctan(c) < arctan(n + 1)
1 1 1

< <
arctan(n + 1) ~ arctan(c) — arctan(n)

1 1 1

(1 +(1+ n)2> arctan(n + 1) < (1+ ¢?)arctan(c) < (14 n?)arctan(n)

d’ou :

multipliant chaque membre par —n® , on trouve le résultat.
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Finalement : (Vn > 1) ; 5 i <w, < 5 n
(14 n?)arctan (n) (1 +(n+1) ) arctan (n + 1)
0.5 pt 4 - Calculons lim wu,
n—-+00 5 B
On a: (Vn21>; 2—n <, < 2_”
(1+ n?)arctan (n) <1+ (n+1) )arctan (n+1)
—n? —1 1 2 2
Or : lim 5 n =3 ) —_12=_=
n—+oo (1 + n2)arctan (n) L1 arctan(n) T o
n
R _ —n? —1 1 —2
de méme : lim = . = —
n—+oo (1 + (14 n)2)arctan (n + 1) 1 I\ arctan(n+1) =
— +(1+ )
n n
— -2
donc d’apres le théoreme des gendarmes : lim v, = — alors lim u, = lim e =e7
n—+o00 e n—+o00 n—+o00
—2
Alors lim u, =e5
n—+oo
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INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v' L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;;
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— Exercice 1 : Arithmétiques ......... ... ...
— Exercice 2 : Structures algébriques ............. ... ... i
— Exercice 3: Nombres complexes ............ ... i i,
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3.5 points

.... 8 points




( N\
Examen du Baccalauréat session normal 2014
Exercice 1 : (3 pts)
Pour tout n de N* | on pose : a, = 333...31 ( n fois le chiffre 3)
N——
n fois
0,5 pt 1 - Vérifier que les deux nombres a; et as sont premiers.
0,5 pt 2 - Montrer que pour tout n de N* : 3a,, + 7 = 10"+,
0,75 pt 3 - Montrer que pour tout k de N : 103%%+2 =7 [31] .
0,75 pt 4 - Montrer que pour tout k de N : 3asop+1 = 0[31] , puis en déduire que : 31 divise agop41-
0,5 pt 5 - Montrer que pour tout n de N*;si n = 1 [30] alors I’équation a,z + 31y = 1 n’admet pas
de solutions dans Z2 .
Exercice 2 : (3.5 pts)
On rappelle que (C;+; X) est un corps commutatif et que (Ma2(R);+; x) est un anneau unitaire
0 0 o 10
de zéro O = et dunité I = .
0 0 0 1
a a—b
Pour tout a et b de R on pose : M (a,b) = et on considere 'ensemble E = { M (a,b) / (a,b) € R?}
b a+b
0,5 pt 1 - Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M2(R),+) .
1 1
0,75 pt 2 - Calculer J?2 = J x J sachant que J = , puis en déduire que E n’est pas stable
01
dans (M3(R), x).
3 - On définit sur M2(R) la loi de composition interne * par :Ax B = A x N X B avec :
1 -1
N —
0 1
On considere I'application ¢ de C* vers My (R) qui associe & chaque nombre complexe non
nul a 4+ ib ( a et b étant deux nombres réels) la matrice M (a, b)
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (Ma(R), ) .
0,25 pt b) On pose :E* = E—{O} . Montrer que : p(C*) = E* .
0,5 pt c) Montrer que (E*,*) est un groupe commutatif.
0,5 pt 4 - Montrer que :(V(4,B,C) € E3) Ax(B+C)=AxB+AxC .
0,5 pt 5 - En déduire de ce qui précede que (F,+, x)est un corps commutatif.
Exercice 3 : (3.5 pts)
Le plan complexe étant rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, %)
Soit # un nombre réel tel que : 6 € [O, 72r] - {Z}
1 - On considére dans C I’équation suivante : (E) 2% —v/2¢e¥2z + €2 = 0.
N2
0,25 pt a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est : A = (\/iiew) .
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0,75 pt b) Ecrire sous forme trigonométrique les deux racines z; et zo de I’équation (F) dans l'en-
semble C.
(+3) (3)
il 0+— il 0——
2 - On consideére les points I , J , 11 , T et A d’affixes respectives 1, —1 , e 4 , € 4
et \/ieie.
0,5 pt a) Montrer que les deux droites (OA) et (T173) sont perpendiculaires.
0,25 pt b) Soit K le milieu du segment [1775].Montrer que les points O , K et A sont alignés.
0,25 pt c) En déduire que la droite (OA) est la médiatrice du segment [T173] .
3 - Soit r la rotation de centre T et d’angle g
0,25 pt a) Donner 'expression complexe de la rotation 7.
0,5 pt b) Vérifier que l'affixe du point B image du point I par la rotation 7 est : b = /2% + .
0,25 pt c) Montrer que les deux droites (AB) et (I.J) sont perpendiculaires.
0,25 pt 4 - Déterminer laffixe du point C' image du point A par la translation de vecteur (—%).
0,25 pt 5 - Montrer que A est le milieu du segment [BC.
Exercice 4 : (8 pts)
—zxlnzx
f(@) = 5 ;x>0
I)- On consideére la fonction f définie sur I'intervalle I = [0; +-o00[ par : L+z
f0)=0
0,5 pt 1 - a) Montrer que f est continue sur [0; +o00] .
0,25 pt b) Etudier le signe de f(z) sur [0; +ocl.
1
0,25 pt 2 - a) Montrer que :(Vz € R%) f <> = —f(x).
x
0,25 pt b) Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0; +oof .
0,5 pt ¢) Montrer que : (Ja €]0,1[) f'(a) =0.
1
0,5 pt d) En déduire que : f’ () =0.
«@
x
IT) - On consideére la fonction F définie sur [0; +oo] par : F(z) = / f(t)dt
0
Soit (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1 t2
0,5 pt 1- Vérifi (Wt el — < <1.
p a) Vérifier que : ( [1,400[) STy =
1 1
1 pt b) Montrer que : (V¢ € [1,+00]) F(1) =5 (Inz)® < F(z) < F(1) — i (Inz)?
(0 F(o) /1 F(b)dt /gg LN
n remarquera que :F'(x) = - ——
4 4 0 1 14427 ¢t
1 pt c) Calculer lim F(z) et lim puis donner une interprétation géométrique du ré-
Tr—+00 Tr—+00 €T
sultat obtenu.
0,5 pt 2 - a) Montrer que F est dérivable sur [0; 00| puis calculer F'(z).
0,25 pt b) Etudier les variations de F sur [0; +o0].
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I11)-
1
0,5 pt 1- a) Montrer que : (Vt €]0,400]) —tlnt < —
e
1
0,25 pt b) Montrer que :(Vt € [0, +00]) f(t) < -
e
0,25 pt c) En déduire que : (Vz € ]0,+o0]) F(x) <z
2 - On considere la suite (uy,),,>o définie par : ug € ]0;1[ et (Vn € N) : upi1 = Fuy) .
0,5 pt a) Montrer que : (Vn € N) : w, €]0,1]
0,5 pt b) Montrer que la suite (uy),,~ est strictement décroissante et en déduire qu’elle est conver-
gente.
0,5 pt c) Déterminer lim wu,
n—-+00
Exercice 5 : (2 pts)
1
(0)= e © 5220
On consideére la fonction g définie sur [0; +o00] par : I\E) = 2¢ &>
9(0) =
0,5 pt 1 - Montrer que g est continue sur [0; +o0].
x
2 - Pour tout réel = de I'intervalle [0; +00[; on pose : L(z) = / g(t)dt
0
025 pt a) Montrer que L est continue sur [0; +o00[
025 pt b) Calculer L(z) pour z > 0 .
0,5 pt c) Calculer lim+ L(z) et en déduire la valeur de L(0) .
z—0
1 p=n—1 D
3 - Pour tout entier naturel non nul n > 1, on pose :S,, = — Z g ()
n n
p=0
0,5 pt Montrer que la suite (Sy,)n>1 est convergente puis déterminer sa limite.

FIN
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ROYAUME DU MAROC

Correction

Baccalauréat Sciences Mathématiques

Session : Normal 2014

MATHEMATIQUES

0.5 pt

0.5 pt

0.75 pt

Exercice 1 : (3 pts)

n €N, et a = 333..31.

1-

Montrons que a;, et a, sont premier entre eux :

on a; = 31 et 31 est un nombre premier

et on a : ay = 331, et 331 ne divise pas les nombres premiers dont les carre sont inférieure
ou égale a 331 ( ¢ ’est a dir : 2-3-7-11-13 et 17).

donc 331 est un nombre premier.

D’ou ‘al, et a, sont premier entre eux. ‘

Montrons que (Vn € N*) : 3a,, + 7 = 10" :
On a:

(VneN*):a, =1+3x10+3x10%+ ...+ 3 x 10"

=1+4+3(10+10*+ ... +10")

10" — 1
—1+3(1
+3< 0 10—1)

10"t — 10
143 (9)

10n+1710
=1 - =
(55

10n+1 -7
3

dot| (Vn € N*) : 3a, +7 = 10"

Montrons que : (Vk € N) : 103%%+2 = 7[31] :
On a 31 est un nombre premier, et on sait que 10 ne divise pas 31 donc :
31 A10 =1, et 31 est premier.

Donc d’apres le théoreme de Fermat on a :
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0.5 pt
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1031 = 1[31] = 10%° = 1[31]
= (1030)" = 1% [31] (Vk e N)
= 103 = 1[31] (VkeN)
== 103%+2 = 100 [31] (Vk € N) (1)

d’une autre part on a 100 = 7[31] (2)
de (1) et (2) on déduit que ;| (Vk € N)1030%+2 = 7[31].

4 - Montrons que (Vk € N) : 3asg,,, = 0[31], puis on déduire que 31 divise azpp.4
OnaVvVkeN:30k+1eN*
Donc d’aprés la question 2) on a :3ag,,1 + 7 = 103

et d’apres la question 3) on a : 1030%%2 = 7[31] donc : 3asq;, 4 + 7 = 7[31]

0k+2

¢’ est a dire 3asy,, = [31]
et puisque 31 divise 3asg,.1, et 31 A3 =1 d’apres le théoreme de Gauss on a : 31 divise 31

divise asqy. 1

d’ou (VE € N) : 3agg,,q = 0[31], puis on déduire que 31 divise asq,, ;. D’ott| 31 divise aggy,q

5 - Montrons que 1’équation a,z + 31y = 1 n’admet pas des solutions dans 7 :
Supposons que 3(z,y) € Z2 tel que : a,z + 31y =1
Soit n € N* tel que n = 1[30], alors (3k € Z) tel que :n = 30k + 1
On sait que 31 divise aggy,q (VEk € Z)
Alors 31 divise a,, car n = 30k + 1 ¢ ’est a dire (3" € Z) tel que :a,, = 31k’

on remplagant a™ par 31k" dans 1’équation a,,x + 31y = 1 on obtient :

3Blk'z+3ly=1<31(Kxz+y) =1
= (x — xq)31diviselcar (K'x + y) inZ
= Absurd

D’ott |si n = 1[30] alors I’équation a,,x + 31y = 1 n’admet pas des solutions dans Z2.

Exercice 2 : (3.5 pts)

a a—>b

V(a,b) € R?; M(a,b) =
b a+bd

) E ={M(a,b)/(a;b) € R?}

1 - Montrons que E est un sous groupe du groupe (M, (R, +) :
Ona:I=M(1,00cE=E+(
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0.5 pt

a a—>b

(V(M{(a,b), M(c,d)) € E); M(a,b) — M(c,d) = ) - ( ¢ c—d )
b a+b

a—c a—b—c+d
b—d a+b—c—d

[ a—c (a—c)=(b—d)
b—d (a—c)+(b—d)

=M(a—c,b—d)€EFE

D’ou ‘E est un sous groupe de (My(R, +) ‘

11 11 1 2
2- Ona:J?= X =
0 1 01 01

etona:1+0%#2Donc:J=M(1,00€Eet J2¢ E

D’ou ‘ E est une partie non stable de (My(R, x) ‘

3- aOna:

(¥ ((a,), (c,d) € (R2\{(0,00})") s o((a + bi) x (¢ + di)) = p(ac — bd + i(ad + be))
= M (ac —bd, ad + bc)

et on a :
¢((a+bi) * p((c +di) = M(a,b) * M(c,d)

a a—> 1 -1 c c—d
= X X

b a+b 0 1 d c+d

a —b c c—d
= X

b a d c+d

ac—bd ac—ad—bc—bd

ad +bc bc—bd+ac+ ad

= M (ac — bd,ad + be)
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0.5 pt

0.25 pt
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0.5 pt

Done : (¥((a,b), (¢ d)) € R\{(0,0)}); p((a + bi) x (c +di)) = pl(a + bi) * p(c + di)
d’ou ‘ ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (M, (R), *) ‘

b M(a,b) € E* < (a,b) # (0,0) & a+bi € C* < p(a+ bi) € p(C*) & M(a,b) € o(C*)
Donc : M(a,b) € E* < M(a,b) € (C*)

¢ On a : (C*, x) est un groupe commutatif, et ¢ est un isomorphisme de (C*, X) vers
(My(R), )

Donc (¢ (C*),*) est un groupe commutatif, et on a : ¢ (C*) = E*.

d’ou | (E*,*) est un groupe commutative
g

4- Ona: (V(A,B,C)eE?),Ax(B+C)=AXxNx(B+C)=AxNxB+AxNxC =
AxB+ AxC.
Dot (V(A4,B,C) € E3),Ax(B+C)=AxB+ AxC

5 - On a d’apres la question 1) (E,+) est un groupe d’unité 0
et d’apres la question 3.c) on a (E, *) est un groupe commutatif

d’apres la question 4)la loi est distributive sur la loi +

Donc ‘ (E, 4+, %) est un corps commutatif‘

Exercice 3 : (3.5 pts)
1- (E):2?—2ie2 4 e? =0

On a:

N 2 .
A= (\/5619> — 4¢3
— 90210 _ 4,210
— _2€2i9

= (\@iew) 2

Donc | A = (\/iieie)Q.

b Puisque A # 0 I’équation (F) admet deux solutions z, et zy
2 = S = 1] % [1,6] = [1,6 - 7]

Puisaue on .+ = 252 1, 2] (L] = [L.6+ 5],

Donc:|z; =[1,5—0], z=[1%+46.

2- aOna :(O—A, T1T2) = Arg (aff(TlT2)> = (2m)

ot el F) ¢ 0rF) _ —2ising
V2ei? V2
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c’est a dire (52 T1T2) =—5(2m)

‘les deux droites (OA), et (T,T;) sont perpendlculalres‘

0.25 pt
b Ona: (OA,OK) = Arg (aff )
aff (OK) _ /(%) 4ei(+F)  cosT 1
et aff(OA) 21/2¢19 - 4 - 2 [2’0]7
donc ‘les points O, A, et K sont ahgnees ‘
¢ On a (OA), et (T,T;) sont perpendiculaires , et K est le milieux de segment [T}T5,],
etK € (OA)
Donc :‘ (OA) est la médiatrice de segment [T 7T5] ‘
0.25 pt
3- a
r(M)=M & (zM/ —le) —e7 (zM—le)
o (z’ — ei(9+%)> —e7 (z - ei(9+%)>
<,;> Z/ — 7/ <Z . 61(9+%)> + el(@*‘r%)
2 =iz 4 (1—14)e'0+3)
&2 =iz + (\/5671”) el0+3)
0.5 pt Donc |z =1z + \/ﬁew
b
r(I)=1B
& z2g = V2el? + 12y
Sb=v2e? 1
_ i0
0.25 pt Donc | b = v/2¢e¥ + 1
_ T i0
Zp — 24 _ \/ie +1 \/§€ zlieiﬂ?
2r— 2y 1—(-1) 2
= arg (M) — o]
c A1 TR 2
= (J1,AB) = g[27r]
= (IJ) L (AB)
Donc ‘les droites (AB) et (I.J) sont perpendiculaires.
0.25 pt
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0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

Donc | 2z, = V2e? — .

—_— —_—

AC = —t & aff (AC) = aff(—v)
Sz, =24+

Sz, = V2 —i

2+ 2 e +i++v2e —4
B C|_\/§ze \/5 0
2 N 2

2 27L0 )
\/;e :\/56192214

Donc ‘ A est le milieu de segment [BC] ‘

Probléme : (8 pts)

PARTIE T

On considere la fonction g définie sur ]0, +o00[ par : g(z) =

1-a/

b/

2 _gz—Ilnzx

est continue

On a la fonction In est continue sur |0, +o0] et on a la fonction = T 22
x

sur R(fonction rationnelle définie sur R donc elle est définie sur ]0, +o0[
D’ot la fonction f est continue sur |0, +o0o[ comme Produits de deux fonctions continue .

e Etudions la continuité de la fonction f a droite de O :

. —xlnz . . —1
On a : lim = lim zlnx x lim
z—0+ 1 + 22 z—0+ z—0+ 1 4+ 2

=0x (—1)=0= f(0).

Donc ‘ f est continue a droite de 0. ‘

On a f est continue sur ]0,+oo[ , et continue a droite de 0 Donc f est continue sur
[0, 4-00].
Etudions le signe de la fonction f sur [0, 4+o0] :

—x
—x
Ve >0): <0
On remarque que (Vz > 0); Tra2)°S

Donc le signe de f sur []0, +00|) est le singe de inx.

siz=1alors lnx =0
sixz>1alors lnx >0

sizx < 0alors lnx <1
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0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

b/

d/

(Vo € ]0,400]); f (;) = i@

Donc (Vz € ]0,4+00[) ; f(%) = —f(z) Donc ;| (Vz > 0); f(%) =—f(z)

x
On a la fonction In est dérivable sur |0, +oc] et on a la fonction = 1522 est dérivable
x

sur R(fonction rationnelle dérivable sur R donc elle est dérivable sur |0, +o0[

D’Ofl‘ la fonction f est dérivable sur |0, +oo] comme Produits de deux fonctions continue .

On a la fonction In est continue sur [0, 4o0o[,donc f est continue sur [0;1].

Et on a la fonction In est dérivable sur |0, +oo, donc f est dérivable sur ]0; 1]
. Donc d’apres le théoreme des accroissement finies :

Jw — F(a).= Ja €]0;1[; f(a) = 0, car £(1) — £(0) = 0.

soit  un nombre réel strictement positif.

Ja € ]0;1;

1
T

> 0, et les fonctions [, z +— % , et © » —f(x) sont dérivable sur

Ona:x>0=
10, +o0].

Donc z - f(1) est dérivable sur ]0, +ool.

Donc :
() == (1(2)) = crwy
<2 -re
<2 ()=
= f (i — O;car f'(a) =0
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PARTIE IT
0.5 pt 1-a/ Ilsuffit de montrer que :(Vt > 1);1 < lftQ, lftQ <1
On a:

12 1 22 —1—+#2 =1 (t—=1)(t+1)

1+62 2 201+ 201+ 2(1+12)

On remarque que :(Vt > 1);(t—1) >0

Donc : (Vt > 1); %ZO

C ’est a dire : (Vt > 1); —

1
’1+t2 320

C’ est a dire : (Vt > 1); 4 1+t2 > 1

A D1t 14242 1
Demémeona:1l— 15 =507 = g

On remarque que :(Vt > 1); >0

) 1+t2

C ’est a dire :(Vt > 1);1— 5 >0

1+t2

C ’est a dire :(Vt > 1);1 > th

D’ou | (Vi >1);1 > > %

1+t2

1 pt b/ Soient t > 1, et x > 1 : D’apres la question précédente on a :1 > 1+t2 > ;

on obtient :

5 (51) < (h) Bt < Bt Done: 5 [7 (B)dt < [ (15) Brdt < 7 (%) dt

e Calculons 'intégral f (mt) dt en utilisant une intégrale par parties

On multiplie les membres par le nombre positif lnTt

ST () dt = [*(Int)’ (Int)dt

= [(nt)?]7 = [*(In¢)(Int)’dtdt

= (Inx)? —fl (L) dt

= 1$ (lnt) t = (11’1.%)2 o jix (lnt)dt

t

Ona: § f () dt < [ () star < [ (1) at

On multiplie tous les membres par -1 puis en ajoutant F'(1) on aura :
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0.5 pt

0.25 pt

b/

2 142 4
1 2 1 T 1 2
Fa) - o) g/ f(t)dt—/ _war< < pay— )
2 A | 4
1 2 1 T 1 2
F(1) — “1;) < / f(t)dt+/ Ftydt < < F(1)— (nj”)
0 1
2 x 2
ry - < [ pwa < ray - 0
2 A 4
2 2
F(1) — (lnzx) < Flz) < F(1)— (1n4a:)
Donc : | F(1) — 822 < p(z) < (1) — 22
Ona: lim (In(z))? = +o00
T—+00
. Inx)?
Donc : xginoo F(1)— % = —00
Donc on aura : F(z) < F(1) — %
D’apres le théoreme de comparaison des limites on a : [ ET F(x) = —oo} et on de
plus :F(1) — 122 < p(g) < P(1) — e
On multiplie tous les membres par le nombre positif = on aura 2 _ % ((m; >2> <

T 4

@ <E)_1 (%) e Calculons la limite lim, ,, .

On a:

N3 ‘
y=+/T
=4x0?=
Donc on a : lim £& —1 <(lnm)2) lim £ 1 (“nﬂ”)Q) =0
‘z5+4o00 T 2 r—otoo T 4 z
Dot lim £ =0
r—+00

Alors‘ C; admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de 400

On a f est continue sur l'intervalle [0, +00[ donc F'est la fonction primitive de la fonction
fsur [0, +00 qui s’annule en 0
On a fest continue sur 'intervalle [0, +00 et 0 € [0, +00[ donc Fest dérivable sur [0, +o0],

et sa fonction dérivée est la fonction f

Donc : |V € [0, +oo[; F'(x) = f(x) = Tilzlcg)'

tableau de variation de la fonction F

Vo > 0; F' (z) = f(z)
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0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

T 0 1 +00
f(x) 0 + 0 -
F(1)
@ | T

PARTIE I1IT

1-a/ On considéré la fonction ¢ définie sur ]0, +oo| par :¢(t) = < + ¢In(%)

On a ¢ est dérivable sur ]0, +00[ comme sommes de deux fonctions dérivables sur |0, +o00[

Donc Vt > 0;¢’(t) = 1 4 In(?).
Ona:t=1=¢(t)=0

t>1=09()>0

t<l=09@) <
x 0 % +o0
¢'(t) - 0 +
1 +00
gb(t) ‘ \ 0 /

D’apres le tableau de variation on 0 est une valeur minimale de la fonction ¢ sur |0, +00]

Donc Vt > 0;¢(t) > 0

D’ou |Vt > 0; 2 > —¢In(t)

b/ Soit ¢ €]0, 400, on a : —tIn)t) < 1

On multiplie les deux membres de I'inegalites par le nombre positif :

58 < sk
Puisque 1+ —L. <1, alors Vt > 0; 71122) < s < 1
Et pour t =0 on f(0) =0 < £,
Donc |Vt > 0; f(t) = <
¢/ Soit x un nombre réel strictement positif :
(t>0)= f(t) < ¢
= [ =fdt < [T~
= F(z) < Eij(x) < Eméx:F(x) < x;(Vz > 0)

Dot | (Vo > 0); F(z) < x|

i HQ on trouve :
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2-a/

b/

On utilisant le raisonnement par récurrence : On considéré la proposition (P,) suivante :
(P,) : u, €]0,1]
Pour n =0 on a u, €]0,1[ donc (F,) est vraie

Supposons que (P,) est vraie et montrons que (P,,;) est vraie : — (P,) est vraie

(P,) est vraie = u,, €]0,1]
=>0<u, <1

= F(0) < F(u,) < F(1)

(Pordre n’est pas changer car F est strictement croissante sur|0, 1])
=0< F(u,) < F(1)
=0<wu,; <F(1)
=>0<u,; <F(()<1
carVe > 0; F(z) <z
= 0<u,,, <1
= U, 1€]0,1]

= (P,,) est vraie

n

Donc d’apres le raisonnement par récurrence on a :(Vn € N); (P,) est vraie

D'ott | (¥n € N); u,, €]0,1[|

Ona: (Vx>0);F(z) <z, et (Vn e N);u, €0,1]
C’est a dire : (Vn € N);u,, >0

Donc : (Vn € N); F(u,,) < u,.

C’est a dire : (Vn € N)ju, . < u,.

Donc (u,,), ey €st une suite décroissante.

Et puisque elle est minorée par 0

‘la suite (u,,),cn €st convergente. ‘

On a (u,,),ecy €st une suite récurrente définie par :u, ; = F(u,,)

Et on F est continue sur I'intervalle [0, 4+o00[ de plus (u,, ),y €st convergente donc sa
limite vérifie :F'(l) =1

D’autre part on a :(Vz > 0); F(z) < z, et F(0) = foo —f(t)dt =0

Donc I'unique solution de I'équation F'(I) =1 est O .

s [ -
D’ou hmnﬁﬂxun—o.‘
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Exercice 5 : (2 pts)

0.5 pt
1-a/ On pose la fonction u définie sur R* par : z %1, et la fonction v définie sur R* par :
T = e’
On a u est continue sur R* et v est continue sur R* donc vou est continue sur R* (car
u(R*) CR).
Donc z -+ e = est continue sur ]0, +0oo]
et puisque z - -5 est continue sur ]0, +o0|
Donc |la fonction : x m%e% est continue sur |0, +o0o[ | comme produits de deux fonc-
0.25 pt tions continues sur |0, +o00|
b/ Ona:
1 2 1)° 1 \?
li = lim —ew = li = | = lim 4 =
Ji o(e) =l e Jig (gze®t) = i 4 (gze®)
2
1 1
= lim | =), (= 2*)
—+00 (7) X
1 e’
— ~)2 [
N 4u1—1>¥10—loo u) ’ (u x )
=0=yg(0)
0.25 pt Donc ‘g est continue a droite de 0.
c/ Ona:
1 2 1) 1 \?
Jig o(0) = Jig e Jig () =t (g
2
1 1
N () R
u
. 1 et
=4 lim (57 (=)
= 400 # g(0)
Donc g est n’est pas continue a gauche de 0.
Donc ‘ g est n’est pas continue en 0.
0.25 pt
2 -a / Calculons L(z) pour tout = € R%,
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0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

b/

c/

3-a/

b/

x—g(t)dt = /Ow— <t12e3> dt = /Ox— (e7) at

=il

Donc | L(z) = e=

On a : la fonction L(z) est la compose de deux fonctions continue ¢ et 1) définie sur R*
respectivement par :
T _71, et x > e”

Ona p(R*) CR

Donc | la fonction - e = est continue sur 10, +o0]

. Lo .
Ona:lim L(zx)= lim e® = lim e* =0
z—0* z—0* U——00

Donc | S, = L5 g ()
OnaS,=2Y"""g(k)=10y"""g(0+ 200)

Puisque g est continue sur [0, 1] alors la suite (5,,),,~; est convergente est on a :

i = L — = = 1
ngrfooSn = |, —9(t)dt = L(1) = 3
Dou| lim S, :é

n—+0oo
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MATHEMATIQUES

Série : SCIENCES MATHEMATIQUE

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

v Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

— Exercice 1 :
— Exercice 2 :
— Exercice 3 :
— Exercice 4 :
— Exercice 5 :
— Exercice 6 :

L’épreuve est composée de six exercices indépendants entre eux et répartis
sutvant les domaines comme suit :

Probabilité. .......... . . 2 points
Arithmétique. ........ ... . . 1 points
Structures algébriques ................... ... ... 3.75 points
Nombres complexes ............ ... . i 3.25 points
Analyse ... 7.5 points
Analyse ... 2.5 points

#® On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z
® In désigne la fonction logarithme népérien.




Examen du Baccalauréat session rattrapage 2014

Exercice 1 : ( 2 pts )

Considerons trois urnes U, V et W.
L’urne W contient 3 boules indiscernables au toucher : 1 Boule noire et 2 boules blanches. chacune
des urnes U et V contient 4 boules indiscernables au toucher : 2 Boule noires et 2 boules blanches.
On considere 'expérience suivante :
On tire au hasard une boule de I'urne W : Si elle est blanche, on la met dans 'urne U, puis on
tire deux boules simultanément de 'urne U, Si elle est noire, on la met dans I'urne V, puis on tire

deux boules

0.25 pt 1 - Quelle est la probabilité pour que le tirage des deux boules soit de I'urne U ?
0.75 pt 2 - Calculer la probabilité de tirer deux boules blanches a la fin de I'expérience ?
3 - Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches a la fin de ’expérience.
1 pt Déterminer la loi de probabilité de la variable X.
Exercice 2 : (1 pts)
Soit n un nombre entier naturel non nul.
Posons ¢, = 2.10" — 1 et b, = 2.10" + 1
0.5 pt 1 - Montrer que b, A ¢, = ¢, A 2, puis en déduire que b,, et ¢, sont premiers entre eux.
(a A b représente le plus grand diviseur commun de a et b)
0.5 pt 2 - Déterminer un couple (Xp,yn) de Z? vérifiant : bpXn 4 Cpyn = 1
Exercice 3 : (3.75 pts)
On pose J =] — 1,1]
Partie I : Soient a et b deux éléments de l'intervalle J, on pose : a * b = f:;b
1 - Vérifier que (V(a, b) € J 2) ;1 4+ ab > 0, puis en déduire que * est une loi de composition
0.75 pt interne dans J.
0.5 pt 2 - a) Montrer que la loi * est commutative et associative dans J.
0.25 pt b) Montrer que la loi * admet un élément neutre dans J qu’on déterminera.
0.5 pt c) Montrer que (J, *) est un groupe commutatif.
Partie II : On considere application f définie sur R par : f(x) = Z: -_i- i
0.75 pt 1 - Montrer que la fonction f est une bijection de R vers J.
2 - Soit g la bijection réciproque de I'application f ( la détermination de g n’est pas demandé)
0.5 pt Quel que soient x et y de J, on pose : x L y = f(g(x) X g(y))

Montrer que f est un homomorphisme de (R*, X) vers (J*, L) tel que J* =J — {0}.
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3 - On rappelle que (R*, X) est un groupe commutatif et on admet que la loi L est distributive

0.5 pt par rapport a la loi * dans J.
Montrer que (J, *, L) est un corps commutatif.
Exercice 4 : (3.25 pts)
Partie I :
1 - Résoudre dans ensemble C, I'équation : z2 + 8 = 0 (a est la solution de I’équation telle
0.5 pt que Re(a) > 0)
0.5 pt 2 - a) Déterminer le module et 'argument du nombre complexe 1 + a.
0.25 pt b) En déduire que cos (g) = "2_;\/5
c) Vérifier que (1 + a)(1 — a) = 1 + ¢, en déduire la forme trigonométrique du nombre
0.5 pt complexe 1 — a.
Partie II : Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O, o, 7), on considere
les points A, B, M et M’ d’affixes respectifs a, —a, z et 2’ tels que zz’ + 8 = 0.
0.25 pt 1 - Soit N le point d’affixe Z, conjugué de z.
Montrer que les droites (ON) et (OM’) sont perpendiculaires.
0.25 pt 2 - a) Montrer que : 2’ —a = Bza_za
0.5 pt b) Montrer que si z # —a, alors : 2’ # —a et z: —a_ 2T a.
z'+ a z+a
0.5 pt 3 - On suppose que les points A, B, M ne sont pas alignés.
Montrer que le point M’ appartient au cercle circonscrit au triangle ABM.
Exercice 5 : ( 7.5 pts)
Partie I : Soit f la fonction définie sur l'intervalle |0, +oo [ par : f(x) = —\l/r:_(x
Et (Ct) la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé (O ?; ?) unité 1 cm.
1 - Calculer ml_i)rgl+ f(x) et XEI—EOO f(x), puis interpréter géométriquement les deux résultats ob-
1 pt tenus.
0.75 pt 2 - Calculer f'(x), puis en déduire les variations de la fonction f sur l'intervalle |0, +ool.
3 - Pour tout n € N*, on consideére la fonction gy, définie sur |0, 1[ par : gn(x) = f(x) — x"
0.25 pt a) Montrer que gy, est strictement décroissante sur ]0, 1[.
0.5 pt b) En déduire que pour tout entier n > 1 il existe a,, €] 0,1 [ unique, tel que :
f(an) = ()™
0.5 pt c) Montrer que pour tout entier n > 1 : g, (an41) < 0.
d) Montrer que la suite (o), > est strictement croissante, en déduire qu’elle est conver-
0.75 pt gente.
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4 - Onposeque:l= lim a,
n——4oo
0.25 pt a) Vérifier que: 0 < oy <1< 1.
—1 In(—Inx
0.25 pt b) Vérifier que : (Vn € N*);h (an) = n avec h(x) = - + (1)
nx
0.5 pt c) Montrer que : 1 = 1.
0.25 pt d) En déduire que lim (a,)" = 0.
n—-+4o0o
Partie II :
1
0.25 pt 1 - a) Etudier le signe de 'intégrale / f(t)dt pour tout « de |0, + oo |
X
0.5 pt b) En utilisant une intégration par parties, montrer que :
1
(Vx > 0);/ f)dt =4 — 4/ + 2/xInzx
x
c) En déduire, en cm?, P’aire du domaine plan limité par la courbe (Cg) et les droites
0.25 pt d’équations respectives € = 1,z = e? et y = 0
1=k
2 - Pour tout entier naturel non nul n, on pose : U, = — Z ()
n k=1 n
0.5 pt a) Montrer que pour tout entiers naturels n et k telsque:n > 2et1 <k <n—1,ona:
1, /k+1 s 1. /k
() 2 7 s@dn s g ()
n n £ n n
1 1 1 1
0.5 pt b) Montrer que : (Vn € N*); /1 f@dt<u, < —f () —|—/1 f)dt
1 n n 1
0.5 pt c) En déduire que: lim U, =4
n—-+4o0o
Exercice 6 : ( 2.5 pts )
1 2
On considére la fonction g définie sur [0, +o00 [ par : g(x) = /\/_ et dt.
X
xr
1 - Pour tout  de R, on pose : k(x) = / e dt.
1
0.25 pt a) Vérifier que pour tout = de [0, +o0o[, on a : g(x) = —k(v/x).
0.5 pt b) Montrer que la fonction g est continue sur [0, +o00] et dérivable sur |0, +oo|-
c) Calculer g’(x) pour tout x > 0, puis en déduire que g est strictement décroissante sur
0.5 pt [0, +o00]
x) —g(0 1
0.75 pt 2 - a) Montrer que : (Vx > 0); g(x) — &(0) < — e x
24/x
b) En déduire que la fonction g n’est pas dérivable a droite en 0 et donner une interprétation
0.5 pt graphique du résultat obtenu.

FIN
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ROYAUME DU MAROC

Correction

Baccalauréat Sciences Mathématiques A et B

Session : RATTRAPAGE 2014

MATHEMATIQUES

Exercice 1 : (2 pts)

W U \4

J J
VOO0V

L’expérience consiste a tirer une boule de I'urne W.

- Si la boule tirer est blanche, on la remet dans I'urne U puis on tire simultanément deux boules
de 'urne U.

- Si la boule tirer est noire, on la remet dans 'urne V puis on tire simultanément deux boules de

I'urne V.

1-

Calculons la probabilité pour que le tirage soit effectuer de 'urne U

Notons T, I’événement ” le tirage est effectuer de I'urne U ” ,Pour réaliser cet événement il
faut tirer une boule blanche de 'urne W

Soit donc B,, I’évéenement ” tirer une boule blanche de I'urne W 7, Alors puisque le tirage

se faut au hasard d’une boule de 'urne W qui contient deux boules blanche et une noire on

a

P(B,) = % et par suite : | P(T,) = %
2 - Quelle est la probabilité de tirer deux boules blanche a la fin de ’expérience

Soit B ’évéenement ” Tirer deux boules blanches a la fin de ’expérience ”
Pour réaliser cet éveénement il faut tirer une boule blanche de 'urne W que ’on remet dans
I'urne U puis tirer 2 boules blanches de I'urne U ou tirer une boule noire de I'urne w que
I’on remet dans I'urne V puis tirer simultanément deux boule noire de I'urne W que 'on
remet dans I'urne V puis tirer simultanément deux boules blanches de 'urne V .
Pour cela noter B,, ’évenement : ” tirer une boule blanche de I’'urne W” on a donc
P(B,) = % et notons NV, L’événement ” tirer une boule noire de I'urne W”
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On a donc P(B,,) = - et notons N, '’événement tirer une boule noire de I'urne W”

w| =N

On a donc P(N,,) =
Noter B, I’évenement ”tirer deux boules blanches de I'urne U sachant que B, est
réaliser ” ; On a donc :

2 Cc2 2 3 1
P(B)Y="x23 ="« =
Bu)=3% 2 =5% 1073

Notons B, I’évenement ”tirer deux boules blanches de I’urne V sachant que NN, est

réaliser ; on a donc :

1 Cc2 1 1 1
P(B.,) = - x -2 — Z yxw _—_ —
Bv) =35> 2 =370~ 30
1 1
Finalement : P<B):5+%:g

3 - Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boule blanches obtenue a la fin de I'expé-
rience , Déterminer la lois de probabilité de X

A la fin de I'expérience on peut obtenir 0 , 1 ou 2 boules blanche donc les valeur prise par
2 C3 103 5
Xsont0,1et2P(X=0)=-x24_--3 ="
sont 0, 1 et 2 PX'=0) =3 %72 + 362 = 3
2 Gadd s
37 ¢ 330
7
P(X=2)=—
( ) =135

Donc : la loi de probabilité de X est donnée par :

P(X =1)

5 I8 7
P(X=z) 2| 2| L
(X=2) | 35 | 30| 30

P(X=0+P(X=1)+P(X=2))=1]

Exercice 2 : (1 pts)

Onpose: b,=2x10"+1; ¢,=x10"+1 necN

1 - Montrer que b, A c,, = c, A2 puis déduisons que b, Ac, =1

On a:
b, =2-10" +1
=2-10"—-1+2
=1-(2-10"—1)+2
= cdotc, +2 avec 2<c¢,, (neN)
Donc d’apres 'algorithme d’Euclide on a : ‘ b,Ne,=C, N2 ‘
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Et comme C), est un nombre impair et 2 est pair inférieur strictement a C,,, alors C,, et 2

sont premier entre eux et par-suite b,, et c,, sont premier enter eux. c-a-d : |b, Ac, =1\

2 - Déterminons (z,,;y,) € Z? vérifiant b,, - x,, +¢,, - y,, = 1.
On a:b, Ac, =1, alors d’aprés le théoréme de Bezout il existe : (x,,,y,) € Z tel que :
bn'xn+cn'yn:1

d’apres l'algorithme d’Euclide, on a :

b, =c, +2

¢, =2-(10"—1)+1

Donc :

1=c, —2(10" — 1)
=c, — (b, —c,) (10" —1)
=c, —b, (10" —1)+c, (10" —1)
= — (10" —1)b, + ¢, (1 + 10" — 1)

= — (10" —1)b, + 10" - ¢,

Donc: z,=—(10"—-1) et vy, =10"

En conclusion : I (x,,y,) €2* | m,-b,+y, c,=1

Exercice 3 : (3.75 pts)
On pose: J=]—1,1]
PArTIE 1

a+b
1+ ab

1 - Vérifier que V(a,b) € J? on a :1+ab > 0 et déduire que * est une loi de composition interne

Pour tout a et b de I'intervalle J on pose a * b =
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Soit (a,b) € J? on a :

(a,b)eJ? = —-1<a<1l e —1<b<l1
= la| <1 et [b|<1
= |ab|] < 1
= —1<ab<1

—ab+1>0

Donc: |Y(a,b) € J?> 1+ab>0
a+tb  at+b—1—ab al-b—-(1-b) ([1-b)a—1)
1+ab N 1+ab N 1+ab N 1+ab

<0

De plus :

Donc: axb=

a+b a+b+1+ab (a+1)(b+1)
D’aut t = =
autre par 1—|—ab+ 1+ ab 1+ ab

a+b>_1
14+ ab
Alors on déduire que  V(a,b) € J2 axbe J

>0

Donc axb=

Donc : la loi  * est une loi de composition interne dans J

2 - a) Montrer que la loi * est commutative est associativité

. 9 ) _a+b  bt+a
e Soit (a,b) € J*, Ona: a*b_l—i—ab_a—i—ab_

Donc: V(a,b)€J?: axb=bxa

bxa

D’ou: la loi * est commutative dans J

e Soit (a,b,c) € J3, Ona:
b+c
at ——
b+c 1+be _ a+b+c(l+ab)

= T =
1+bc 1+a(b+ ) 14+ab+ (a+b)c
14 be

Donc: V(a,b,c)€J?: ax(bxc)=(axb)xc

ax(bxc)=ax =(axb)xc

D’ou : la loi * est associative dans J

b) Montrer que (J,*) admet un élément neutre que ’on déterminera :

Cherchons s’il existe e tel que: axe=e*xa=a
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a—+e
a*xe— =a
1+ ae

= a+e=a+ad’
= e—a’e=0
=e(l—a?) =0

—e=0

Comme e =0 € Jet * est commutative; on conclut que :
(Je=0€eJ)(VaeJ) axe=exa=a
D’ou: (J,*) admet un élément neutre e = 0
c) Montrer que (J,*) est un groupe commutatif
- La loi * est commutative et admet un élément neutre dans J
- Soit a € J cherchons s'il existe a” € Jtel que axa’ =a’ xa=e

Ona:
/
, a+a

axa =e <= - =
14 aa

= a+a =0

—=a =a

Et comme * est commutative , alors * admet un symétrique dans J

D’ou : Tout élément de J admet un symétrique dans J par *

Par conséquence :  (J,*) est un groupe commutative .
PARTIE 1T
et —1
VreR: =

1 - Montrons que f est une bijection de R sur J

Soit y € J cherchons s’il existe x de R tel que :  f(z) =y
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On a
e’ —1
= > =
flz) =y et
sSet—1=€e"y+y
1
<:>ez:7+y
l—y
1
@len(ﬂ)
-y
Donc : ‘fest bijective dan R sur J‘

2 - Soit g la bijection réciproque de f, V(z,y) € j2 on a z Ly = f(g(x) x g(y))
- Montrons que f est un homomorphisme de (R*, x) dans (J*, L)
Remarquons d’abord 0 a un antécédent unique en 0 par fet donc Vo € R* on a : f(x) € R*
Soit (z,y) € R* x R* , puisque g est bijection réciproque de f, on a :
f(@) Lf(y) = fg(f(x) x g(f(y)) = f(z xy)
Dot : | V(z,y) €R xR f(z xy) = f(x)Lf(y)]

ce qui montre que f est une homomorphisme de (R*, x) dans (J*, L)

3- Ona: (R* x) estun groupe commutatif, L est distributive par rapport a * dans J.
- Montrons que (J, *, L) est un corps commutatif
Ona:
e (J,*) est un groupe commutatif
e fest un homomorphisme de groupe et commutative alors f(R*), L) est un groupe com-
mutatif
ET comme f(R) = Jet f(0) =0et f(R*) = J* donc (J, L) est un groupe commutatif.

e | est distributive par rapport a * dans J.

En conclut donc que : ‘ (J,*, L) est un corps commutatif. ‘
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Exercice 4 : (3.25 pts)

1 - Résoudre 'équation dans C: 22 +i=0

Soit z = re’ avec r > 0 et 6 € R solution de I’équation

2ri=0<22=—i

s
—i—

s r2efif=e 2
5 T
Sre=1 et 29:—5:%%

& r=1 et 92—%4—21%

V2 V2 —V2 V2

Donc les solution sont : | z; = - ~ig et =5 + e

2 - Déterminer le module et 'argument de 1 + a

™

1+a:eili
T

i—

— 0 _H; 92

T T
—c '8 (e’g +618)

Et comme cos(g) >0 alors |[14+a|= 2003% et |arg(l4+a)= —g) [27]

2 2
3 - Déduire cos (F>:N
4 2
V2 o V2
l+a=1+-2—ix=
+a —1-2 22
C24V2 V2
2 2
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Et alors

6+4\/§+2
4 4
_[8+4V2
- 4
=V2+V2

T
et on a d’apres la question présidente |1+ a| = 2cos(=)

8
2 2
Donc : 2cos(g) =V2+V2 D’ou : cos (g) = \[;L\[
4 - Vérifier que (1+a)(l —a) =147 et déduisons la forme trigonométrique du nombre
1—a
-Ona:
(1+a)(l—a)=1—a?
=1 (=)
=1+1
Donc: | (1+a)(1—a)=1+1]

s s
J -

-Onsaitque: 1+41i= \@eq et comme 1+a= 2608%6 4 alors:

l—a=
1+
14a
3m
vz
2 Z
005(8)

Donc : l—a=+vV2+V2 (cos387T + 23m387r)
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5 - Montrer que : (ON)L(OM")
Remarque d’abord que :  2z#0 et 2z #0

puisque : 22" +¢=0 et alors

wl | W

[ ]

olo

SEREESEEN
. M‘N |

Y
[\)

—_

EEk

/

Donc —  est un nombre imaginaire pur d’ott : | (ON)L(OM")

z
’ Z—a
6 - Montrer que 2z —a =1
az
On a:
Zz—a (1 1
i =i|l—-—-
az a z
(1
=1 (— — iz
a
. a .
=i|—5—1iz
|af?
— /
=wa+z
’
=z —a
N ’ L—a
dou: |z —a=1
az
Z—a z—a
. / - -
7 - Montrer quesi: z=+*a alors 2z #a et ; =—
zZ ta z+a
Par contrapposer si 2z’ = —a  alors d’apres le résultats de la question précédente on a
zZ—a
—2a =1
az
dott :  —2a%z = i(2 —a) et comme a?> = —i on obtient 2z =z-—a c-ad:
z=—a; on conclut donc quesi: z# —a alors: 2 # —a
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Dans ce cas on obtient :

2 +a i

/
Z'—a z—a
Donc : Vi = —

zZ +a zZ+a

8 - Supposons que les point A , B et M ne sont pas alignes , Montrer que le point M ' appartient
au cercle circonscrite au triangle ABM
Puisque A(a) et b(—a) ont des affixe opposes alors ils sont symétrique par rapport a O
Et comme les point A | B et M ne sont pas alignes alors z # —a et donc 2 * —a
et appartiennent donc a un méme cercle qui est une cercle circonscrite au triangle ABM qui

a pour hypothéses le segment [AB]

Z—a z—a

On déduite donc -
Z4+a z+a

=—1€R Donc: les point A , B et M sont cocycliques.

Exercice 5 : (7.5 pts)

PARTIE 1

—1
On considére la fonction f définie sur |0; +o00[ par :  f(x) = \7(;)

1 - Calculons lim f(x) et lim f(z) et interprétons les résultats.
T—+00

z—0
x>0 1
e Ona:(V>0) f(x)= N (—In(x))
1
t puisque lim —— = (1 =0%) et lim —in(x) =
et puisque lim 7z +00 lim, N3 et lim n(x) = +o0
Alors : lirg+ f(z) = 400 | Et donc la courbe représentative de f admet une asymptote
r—r

verticale d’équation z = 0.

e Etona: (V>0) f(x)=-2

et puisque zl_l)IJPOO Jz = tl}inoo = 0 (t = +x)
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Alors : lim f(x)=0

T—+00

Et donc la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0

au voisinage de +oo.

2 - Calculons f(x) pour tout x > 0 et déduisons les variable de f sur ]0; 4o00|

Soit = > 0,

Donc : Vz €]0; 400 f'(x) — -Et on a sur |0; 400 :

ff(x)=0<= —2+In(z)=0
< In(z) =2

—Tr=e€

fix) >0« —2+In(z) >0
= In(x) > 2

= x> e?

fx)<0<=0<z<e?

D’ou f est strictement croissante sur [e?; +o0o[ et strictement décroissante sur ]0; €?], avec f

est continue au point €* et f(e?) = —1

3. (meEN): g()=f@)—2" zel0
a) Montrons que g,, est strictement décroissante sur |0; 1] :
On a: Vx €)0;1] g, (z) = f(z) —na"1 <0 car f(z) et —na™ 1 < 0 sur |0;1]

Donc g,, est est strictement décroissante sur |0; 1]

MTM-Group (MathsForBac) 11/18 Option SM A & B




Session : RATTRAPAGE 2014

b) Montrons que (Vn € N*) (e, €]0;1]) f(a,,) = ol
Soit n € N*, on a g,, est continue et strictement décroissante sur |0; 1]

Donc g,, est une bijection de |0; 1] vers g,, (]0, 1) =]—1, 400 (gn(l) =—1, lin(t)l g,(x) = lim f(q
n—0*

n—0+

Et comme 0 €] — 1; +00] alors il admet un antécédent unique «,, €]0, 1|

n

c-a-d : g, (a,,) = 0 ou encore f(a,,) =]

Donc : ‘ (Vn € N*) (Fla,, €]0;1]) fla,,) = aq ‘

c) Montrons que Vn € N* g, (a,.;) <0

Soit n € N* , on a :

Gni1 (i) = 0= flay,.q) — ()" =0

A f(an+l> - (an+1>n+1

D’autre part :

gn(anJrl) = f(an+1> - (anJrl)n
= (an+1>n+1 - (an+1)n

= (a41)" (an+1 - 1)

et comme «, ., €]0;1[alors a], ; >0et a,,; —1<0

Donc Vne N g,(a,.1) <0

d) Montrons que (v, ), est strictement croissante, puis déduisons qu’elle est convergente :
Soit n > 1, comme g,,(c,,) = 0 alors selon le résultat de la question précédente on déduit
que g, (a,.1) < g,(a,,) pour tout n > 1
et comme g,, est une bijection strictement décroissante alors g,,* (g,,(c,,)) < gn* (g0 (1))
Dot Vn > 1: «, < a,, ce qui montre que (o, ),>; est strictement croissante, et

puisque elle est majorée par 1 , alors elle est convergente.

4 - : = 1i
On pose l Jm o,

a) Vérifionsque: 0<a;<Ii<1
Ona VneN' 0<aq, <1 etcomme (a,),>; eststrictement croissante , alors elle

est minorée par son premier terme oy €]0; 1]
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Donc: |VneN' 0<a;<I<1| ofl= lim a,

n—-+0oo

In(=In(x))
In(x)

b) Vérifions que Vn € N*  h(a,) =n ot h(z) = 5 + O<ze <1

Soit n € N*
Ona: a,€)0,1] donc h(z) = 5 +

et comme

Donc : VneN" h(a,)=n ‘

c) Montrons que I =1
Ona:0 < a; <Il<1. supposons que | # 1 alors comme h est continue sur |0, 1] donc

h est continue en [ et puisque lim «, =1l alors lim h(q,) = h(l) ce qui est absurde
n—-+oo n—-+0oo

m n=-+oo

puisque h(a,,) =n et nl—lH—oo

Donc :

d) Déduisons que lim (o,)" =0

n—-+oo
Ona: VneN: fla, = (a,)", et puisque f est continue sur |0;+oo] alors elle
I'est au point 1 et comme nl_l}]grnoo a,, =1 alors n1_1£100 fla,)=f(1)=0
Donc : lim (o,)" =0
n—+0o0o

PARTIE 1T

1
1 - a) Etudions le signe de I'intégrale / ft)dt; x € Ry

’ —In(t
-Soit 0 < x < 1l,ona Vtexl: f(t) = ln<)20 car : In(t) < 0 donc :

Vit

[ o=

MTM-Group (MathsForBac) 13/18 Option SM A & B




Session : RATTRAPAGE 2014

b)

- Soit & > 1 donc /1 f(t)dt = —/I ft)ydt = /w —f(t)dt et comme —f(t) > 0 pour
1 1

€ [1,z] alors/ f(t)dt >0

-Etsiz=0, alors/f t)dt = /f

Conclusion : Vo € RY / ft)dt >0
X

1
En intégrant par parties, montrons que : Vx > 0; / ft)dt =4 — 4z + 2¢/zln(z)

Soit x> 0, on pose :

u(t) = —In(t) w(t) = —
1 Donc : t Donc :

V() = 7 o(t) = 2Vt

/ e = [~2n(o)]' - / 2y

xT x

|
= 2y/xin(x) + 2/3c Wdt
:2¢Mu@+2pvﬂl
=2y/zin(z) + 4 — 4z

Donc : Vo >0: /1 f(t)dt = 4 — 4z + 2/xin(z)

Déduisons que l'aire du domaine délimité par la courbe (€) et les droites d’équations
r=1,z=ce2ety=0:
- Si on note A l'aire du domaine délimité par la courbe (C) et les droites d’équations
r=1,z=¢eety=0,onaura: A= / )] dt (u.a)

—In(t)

Et comme V¢ € [1,€?]:  f(t) = < 0 alors :

Vit

/l/ ()l dt
/f

=4 —4Ve? 4+ 2Ve2In(e?)

=4 —4e +4e

=4
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Donc : ‘ A=4x (u.a) ‘

2- VnelNy wu, 1k§f< )

N k=1

1 1 n
a) Montrer que : Vn € N*\{1},Vk € {1,2,3,...,n— 1} : f<k+> < / flz)dx <
k

()

k+1
Soit n € N* avecn > 2 et soit k € {1,2,3,....,.n—1};ona:k <n—1 don(:0<i<1
n
k k+1
alorsO<—<i<1
n n
kE+1

k
et comme f strictement décroissante sur ]0; €?], alors pour tout — <z < ——
n

ona: 7(5)<sw<s (M) '
Donc : [if(:)d:cg ;:1 f(a:)dxglﬂf<k—rtl>dx
Dot : (I;Ll—k)f<k;1>< jf(;)dx<<k+1—k)f<k>

n n n n n n

cand : f<k+1>§

?T‘

f(w)da Sif(i)

k+l

Donc: (¥n €N~ {1}), (Vk € {1,2,3, ..n—1}) 1f<

1./1 !
b) Déduisons que (Vn € N¥) / ft)dt <u, <—f (—) + f(t)dt

Soit n € N*\ {1} ;

-Ona:
S ()= ()
-3 () - ()
il
-Etona: Z/kﬂf lef(t)dt
Donc d’apres la question (a) 0:1 déduit que u, < %f <i) + 11 f(t)dt
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D’autre part,

S =-a ()20
2/ ()
=u

1
Part suite : (Vn € N*) : / ft)dt <u

" 1 /1 1
Finalement : (Vn € N*) : / ft)dt <u, < ﬁf<ﬁ> + [ f(t)dt

n

En remarque que pour n = 1 la propriété est vraie,

1

D’ou : ft)dt

(Vn € N) : [1f<t)dt§un§if<i>+ :

n

c) Déduisons que : limu, =4:

- D’apres le résultat de la question II-1-b), on déduit que :

/; Ft)dt = 4— 4\/g+ 2\/5171 (i)
1

1 1
Et puisque : lim \/7 =0et lim \/7171 <7> = lim )
n—+oo \| N n—+oo \l N n n—-+o0o \/ﬁ

0
1
alors nginw[ ft)dt =4
Et comme :
1./1 1—In(%
lim —f (7) i 217G
n—+o0o N n n—+o0o N \/I
L In(n)
o ngl}rloo \/ﬁ
— lim 2In(y/n)
n—+o0o \/ﬁ
=0
! 1./1
Alors : lim / ft)dt+ —f (—) =4
n—+oo 1 n n

n

D’ou en déduit d’apres les propriétés des limites et ordres que :
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Exercice 6 : (2.5 pts)

(Vo e[0,+0]): glz)= [ ePdt e (VzeR): kz)= ' e P dt
o= | /
1- a) Vérifions que: (Vz €[0,400[): g(z)=—k(/2)

- Soit = € [0, +o00[ , on a :

Donc : (Vo € [0,400]) :  g(z) = —k(y/x)

b) Montrons que g est continue sur [0, +oo| et dérivable sur ]0, +oo] :
-Ona:tr et est continue sur R (comme composée de deux fonctions continues
sur R ).
@
Donc : la fonction k : x +— / e ¥ dt est dérivable et donc continue sur R.
Et puisque la fonction x I—i vz est continue sur [0,4o00] et dérivable sur |0, +oo| et
prend ces valeur dans R.
Alors : la fonctions x + k(y/z) est continue sur [0, +oo[ et dérivable sur |0, +oo[ par
composition.

Par suite : ¢ = —k est continue sur [0, +o0o[ et dérivable sur ]0, +o0|

c) Calculons ¢’(x) pour tout = €]0, +oo[ et déduisons que g est strictement décroissante sur
[0, +o0] :
- Soit  €]0,4o00[ , on a :

—1 —1

g'(z) = 7\/5/‘3'(\/5) = ﬁe = ﬁ

_e_x

2Vx

- De l'expression de ¢’ (z) on déduit que Vz €]0,+oo] ¢'(x) < 0 et comme g comme a

Donc : |Vz €]0,+00[ ¢'(z) =

droite de 0 , on conclut que : g est strictement décroissante sur [0, 00|

glx) —g(0) _ -1 _,
x < 2\/56 .

2 - a) Montrons que : (Vz > 0) :
Soit z > 0
On a g est continue sur [0, z] C [0, +o00[ et dérivable sur |0, +o00[C [0, +00[

Donc d’apres le théoréme des accroissement finis il existe ¢ €]0, z[ tel que : g(z) —g(0) =
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b)

0<c<z=-—<-c<0 et 0<2Vc<2Vx
= e T<e <]l et 0< L < L

e e — —

2yx  24/c

—T e*(,‘

e

—_ < ——
2y/x  2y/c

—c —e T

—e
—F <
2yc T 2yx

=

Donc: |(Va >0): < e

Déduisons que g n’est pas dérivable a droite en 0 et donnons une interprétation graphique
du résultat obtenu :

-En utilisant le résultat précédent et les propriétés des limites et ordre et en tenant

—e

compte que : lim = —00
P L r—0" \/5
Pui ;D lim — = et lim —e® =-1
uisque ) 1%11017 NG +o00 ) 1_}1%1+ e
z) —g(0
Alors : 111%1+ M = —o00 |, Ce qui montre que g n’est pas dérivable a droite
a= X

de 0
Et donc la courbe de g admet & droite du point (0,¢(0)) une demi-tangente verticale

dirigé vers le bas.
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Baccalauréat Sciences Mathématiques

Session : Normal juin 2015

MATHEMATIQUES

Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE ’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de cing exercices indépendants entre eux répartis
sutvant les domaines comme suit :

— Exercice 1 : Nombres complexes ................ i, 3 points
— Exercice 2 : Arithmétique......... ... ... . .. . . 3 points
— Exercice 3 : Structures algébriques ............. ... ...l 4 points
— Exercice 4 : Analyse ............o i 6.5 points

— Exercice 5: Analyse ........... i 3.5 points




Examen du Baccalauréat session normal 2015

Exercice 1 : ( 3 pts )

1 - On considere dans ’ensemble C 1’équation suivante :

(E): 22— (5+iV3)z+4+4ivV3=0

0,25 pt a) Vérifier que (3 —iv/3)? est le discriminant de 1’équation (E).
0,5 pt b) Déterminer a et b les deux solutions de I’équation (E) (sachant que : b € R)
0.25 pt c) Vérifier que : b= (1—iv3)a
2 - Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.
Soit A le point d’affixe a et B le point d’affixe b.
0,5 pt a) Er)éterminer b1 affixe du point By image du point O par la rotation de centre A et d’angle
3
0,5 pt b) Montrer que B est I'image de By par I’homothétie de centre A et de rapport v/3.
0,5 pt c) Vérifier que : arg (bil) = %[2%].
0,5 pt d) Soit C un point, d’affixe ¢, appartenant au cercle circonscrit au triangle OAB et différent
de O et de A. Déterminer un argument du nombre complexe -
Exercice 2 : ( 3 pts )
Soit  un nombre entier relatif tel que : 243 = 1436[2015]
0,25 pt 1 - Sachant que : 1436 x 1051 — 2015 x 749 = 1, montrer que 1436 et 2015 sont premiers entre
eux.
2 - Soit d un diviseur commun de x et de 2015
0,5 pt a) Montrer que d divise 1436.
0,5 pt b) Déduire que x et 2015 sont premiers entre eux.
0,75 pt 3 - a) En utilisant le théoréme de FERMAT, montrer que :
140 = 1[5] et 240 = 1[13] et 240 =1[31] (remarquer que : 2015 = 5 x 13 x 31 ).
0,5 pt b) Montrer que : 1419 = 1[65] puis déduire que : 1440 = 1[2015].
0,5 pt 4 - Montrer que : x = 1051[2015].

Exercice 3 : (4pts)

0
On rappelle que (M2(R), +, X) est un anneau unitaire dont l'unité I = ( ) et que (R, +) est

0 1

1—2 T
un groupe commutatif. Pour tout réel x, on pose M(z) =
—2x 142z

et on considére l'ensemble £ = {M (z)/z € R}.

On munit E de la loi de composition interne 1" définie par :
(V(z,y) €R?)  M(2)TM(y) = M(z +y +1)

1 - Soit j 'application de R dans E définie par : (Vz € R) j(z) = M(z —1)
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0,5 pt a) Montrer que j est un homomorphisme de (R, +) vers (E,T).
0,5 pt b) Montrer que (F,T) est un groupe commutatif.
0,5 pt 2 - a) Montrer que (V(az, y) € R2> M(x) x M(y) = M(xz + y + xy).
0,5 pt b) En déduire que E est une partie stable de (M3(R), x) et que laloi " x " est commutative

dans E.
0,5 pt c) Montrer que la loi " x " est distributive par rapport a la loi " T " dans E.
0,5 pt d) Vérifier que M (—1) est I’élément neutre dans (E,T") et que I est ’élément neutre dans
(E, x).
0,25 pt 3 - a) Vérifier que (Ve e R—{-1}) M(x)x M (1:—xx> =1
0,75 pt b) Montrer que (F,T, X) est un corps commutatif.
Exercice 4 : (6.5pts)
Partie I : Soit f la fonction numérique définie sur 'intervalle [0, +oo [ par :
fO)=0et f(x)=2x (1 +ln2x) pour z > 0

Soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un repére orthonormé

(037 ).
0,5 pt 1 - Calculer xginoo f(z) et xkinoo fgf), puis interpréter graphiquement le résultat obtenu .
0,25 pt 2 - a) Montrer que la fonction f est continue & droite en 0.
0,5 pt b) Calculer xli%ﬂ ff) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu .
0,5 pt c) Calculer f/(z) pour z > 0, en déduire que f est strictement croissante sur [0, 4+o0[.
0,25 pt 3 - a) Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion I d’abscisse e~!.
0,25 pt b) Etudier la position relative de la courbe (C) par rapport & la droite d’équation : y = .
0,5 pt c) Tracer la courbe (C). (On prendra e~! = 0,4).

Partie II : On consideére la suite numérique (uy),,, définie par :

wp=e¢ ' et (VnEN); upi1 = f (un)
0,5 pt 1 - Montrer par récurrence que : (Vn € N) ; e~ ! <w, < 1.
0,5 pt 2 - Montrer que la suite (un)n>0 est strictement croissante, puis déduire qu’elle est convergente.
3 - On pose : ngr}rlooun =1

0,25 pt a) Montrer que e~! <1< 1
0,5 pt b) Déterminer la valeur de .

Partie III : Soit la fonction numérique F' définie sur [0, +oo[ par :

x
F(z) = /1 F(b)dt

0,25 pt 1 - a) Montrer que la fonction H : z +— —13:2 + éxz Inz est une primitive de la fonction

4
h:xw— zlnz sur |0, +ool.
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x
0,5 pt b) Montrer que : (Vz > 0) / tIn?(t)dt = — ln / tin(t
1
3
0,5 pt c¢) En déduire que : (Vz >0) F(x)= 2t —l (x )+f1n (x)
0,25 pt 2 - a) Montrer que la fonction F est continue sur 1 mtervalle [0, +oo[.
1
0,5 pt b) Calculer lim+ F(x) puis déduire la valeur de I'intégrale / f(x)dx
z—0 0
Exercice 5 : (3.5 pts)
'\J‘ll bUllDILiUJ.U JI.CIJ IUllb‘l:lUll 11U.111c:11k1uc: y dUhlllU Ul i llltUl VC]/iiC i-U’ ‘i-uui PCLJ. .
2 o—
g(0)=In2 et g(x) :/ —dt pour z >0
x
0,5 pt 1- a) Montrer que : (Vo >0) (Vt€ [z,22]) e 2 <e ! <e™®,
0,5 pt b) Montrer que : (Vo >0) e >*In2<g(x) <e *In2..
0,25 pt c) En déduire que la fonction g est continue & droite en 0 .
0,75 pt 2 - Montrer que la fonction g est dérivable sur I'intervalle |0, 400 [, puis calculer ¢'(z) pour
z>0..
e t—1
0,5 pt 3 - a) Montrer que: (Vt>0) —1< — <et
(On pourra utiliser le théoreme des accroissements finis )
—In?2 —2x _ —«x
0,5 pt b) Montrer que: (Vz>0) —1< gl) ~In < ‘ S
x x
0,5 pt ¢) En déduire que la fonction g est dérivable a droite en 0O .

FIN
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M~
Exercice 1 : (3 pts)
1 - On considére dans 'ensemble C I’équation suivante : (E) : 22 — (5 +iv3)z +4 +4iv/3 =0
0.25 pt a) Vérifions que (3 —iv/3)? est le discriminant de 1’équation (E).
On a dans I'ensemble C I’équation (E) : 2% — (5—1—1\/3) z 44 4 4iv/3 = 0, donc le
discriminant de I’équation est
A=b—dac =(5+iv3)° —4x1x (4+4iv/3)
=25+ 10iv3 — 3 — 16 — 16iv/3
=9—6iv3—3
~ (313
0.5 pt b) Déterminons a et b les deux solutions de 1’équation (E) (sachant que b € R)

Puisque A = (3—@\/5)2 #+ 0, donc ses racines carrées sont 3 — iv/3 et —3 + i\/g,
alors I’équation admet deux solutions qui sont
—b+3—iV3 —b—3+iV3

zZ = —2a et Zy = 50

(5+iv3) + (3—1iV3) (5+iv3) — (3—1iV3)
= 2z = et 2y =

2 2
- 8 . 2+ 2iV/3
= — e 2y = _—

= 2 2 2
& z] = 4 et 2y = 1+14v3

D’ou a=1+ivV3 et b=4 (car bER)
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0.25 pt c) Vérifions que b= (1—iv3)a
2
14+4v3)(1—4v3) 12— (iV3 1
On a a:1+i\/§:< Z\f)< Zf): Of) = +3
1—1iv3 1—iV3 1—iV3
Donc (1—i\/§)a:4:b, d’ou b:(l—i\/g)a
2 - Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct. Soit A le point d’affixe a et B le
point d’affixe b.
0.5 pt a) Déterminons b; l'affixe du point B; image du point O par la rotation de centre A et
T
‘angle —.
d’angle 5
Soit z l'affixe du point M et 2’ Daffixe du point M’ image de M par la rotation R
de centre A et d’angle g, cest a dire R(M)= M’ donc 2 —a=¢e'?(z—a) Alors
r— T isin T (4 —
Z = <c082+181n2>(z a)+a
& 7= (0+ix1)(z—1—iV3)+1+iV3
= 7z = iz—i+vV3+1+iV3
= 7z = iz+i(\/§—1)+\/§+1
Ona R(O)= By, donc
zp, = izo+i(V3—-1)+V3+1
Alors by =ix0+i(vV3—-1)+V3+1
D’ott by =  i(V3-1)+v3+1
0.5 pt b) Montrons que B est I'image de B; par 'homothétie de centre A et de rapport v/3.
Soit z l'affixe du point M et 2’ Daffixe du point M’ image de M par ’homothétie R
de centre A et de rapport /3, c’est a dire  h(M) = M’,donc 2 —a=k(z—a).
Alors 2/ = V3(z—a)+a
& 7 =V3(z—1—iV3)+1+iV3
= 7 = V32—vV3-3i+1+iV3
& 7 = V3z+i(V3-3)—V3+1
Si on remplace z par by, On a
V3b +i(V3-3)—v3+1 = V3(i(vV3—1)+v3+1)+i(vV3-3)—V3+1
= 3i—iV3+3+V3+iV3-3i—V3+1
Donc  v3b; +i(vV3—3)—V3+1=4=b. Dou h(B)) =B
b m
0.5 Vérifi = —[27].
pt c) Vérifions que arg (b — a) 6[ 7]
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0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

On a
b (1—i\/§)a

= ek C b L JRP
b—a (1—iV3)a—a 1—iV3—1 V3 V3
T .. T
(cos 5 + 2sin 6)

b T
Dot 2 )=Tp
ol arg(b_a> G [27]

d) Soit C un point, d’affixe ¢, appartenant au cercle circonscrit au triangle OAB et différent

de O et de A. Déterminons un argument du nombre complexe

Puisque C appartient au cercle circonscrit au triangle OAB, donc les points O, A, B

et C sont cocycliques.

Done fc” %0 . B~ %0 cR
RCc T R4 ZB T %A
b
& ¢ = €R
c—a b—a
c b
< = =0 |2
arg (c—a b—a) [2]
c b
— =0 |2
aryg (c—a) arg (b—a) [27]
b T
Pui = — |2m].
uisque arg(b_a> 5 [27]
T
D’on ( )E— 2
ou arg(— : [27]

Exercice 2 : (3 pts)

Soit 2 un nombre entier relatif tel que x143% = 1436 [2015]

1 - Sachant que 1436x 1051—2015x 749 = 1, montrons que 1436 et 2015 sont premiers entre eux.

Rappel (Théoreme de Bézout) : aAb=1 & Ju,v€eZ; au+bv =1
On a 1436 x 1051 4+ 2015 x (—749) = 1, alors d’apres le théoréme de Bézout ; on a
2015 A 1436 =1

D’ou 1436 et 2015 sont premiers entre eux.

2 - Soit d un diviseur commun de z et de 2015.

a) Montrons que d divise 1436
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On a 2439 = 1436 [2015]

= (3keZ); 2439 1436 = 2015k
= (JkeZ); 2% —2015k = 1436

Puisque d, et dyys, donc  djiaze et dygisy

x

D’ou d divise 1436.

0.5 pt b) Déduirons que x et 2015 sont premiers entre eux.
On pose z A 2015 = d, donc d, et dyys
Alors d’apres la question 2 —b) ; di436 et puisque doo1s
Donc  dyyzeios1 €0 daoisxrao
= d1436x1051-2015x749 > c’est a dire  d,
Donc d=-1 ou d=1,alors d=1
D’ou x et 2015 sont premiers entre eux.
0.75 pt 3 - a) En utilisant le théoréme de Fermat, montrons que
140 = 1[5] et 2110 = 1[13] et 20 =1[31] (remarquer que : 2015 =5 x 13 x 31 ).
Rappel (Théoréeme de Fermat) : peP et aAp=1 = a?"t =1 [p]
Ona 2015 =5 x 13 x 31, etona zA2015=1
Donc 2z A(bx13x31)=1, alors zAb=xzA13=2A31=1
On sait que 5,13 et 31 sont des nombres premiers, et x un entier relatif non nul et pas
divisible par les nombres 5,13 et 31. Alors d’apres le théoréeme de Fermat
=1 [5]; 3l =1 [13] et x371=1 [31]
= =1 [5]; r2=1 [13] et 23 =1 [31]
= (x1)30 =1 [5]; (2'2)120=1 [13] et (239)® =1 [31]
= 40 =1 [5]; r40 =1 [13] et 20 =1 [31]
0.5 pt b) Montrons que 244 = 1[65] puis déduire que x40 = 1[2015].
On a d’apres 3—b); 2M9=1 [5] et 240=1 [13]
Donc 5, 1440_; et 13,1420 4
et puisque 5A13 =1, donc 5 X 13 1440_4
= 65 ,1440_7
= 140 =1 [65]
etona 29=1 [31], donc 65,140 ; et 31,1410
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

Puisque 65 N 31 =1, donc 65 X 31,1440 4
= 20153:1440,1
D’ou x40 =1 [2015]

4 - Montrons que z = 1051[2015]

Ona 239 =1436 [2015], donc 24 =14362x [2015]

etona 240 =1 [2015]. Donc 1436z =1 [2015]
Puisque 1436 x 1051 — 1 = 2015 x 749, donc 1436 x 1051 =1 [2015]
Alors 1436z — 1436 x 1051 = 0 [2015]

= 1436(z — 1051) = 0 [2015]
= 20151 436(x—1051)
= 2015, 1051 (car 2015 A 1436 = 1)
= x—1051 =0 [2015]
D’ou x =1051 [2015]

Exercice 3 : (4 pts)

10
(My(R),+, x) est un anneau unitaire dont 'unité est I = et que (R,+) est un groupe
01
1—2z T
commutatif. Pour tout nombre réel z, on pose M (x) = et on considere 1’ensemble
—2z 1+ 2z

E ={M(z)x € R}. On munit E de la loi de composition interne 7" définie par
(V(z,y) €R?);  M(2)TM(y) = M(z+y+1)
1 - Soit p lapplication de R dans F définie par (Vx eR); oz)=M(x—1)

a) Montrons que ¢ est un homomorphisme de (R, +) vers (E,T).

Ona ox+y)=Mx+y—1); (Y(z,y)€R?)
et p(2)Tp(y) = M(z—1)TM(z—1) = M(z—1+y—1+1) = M(z+y—1); (V(z,y) € R?)

Donc  ¢(z+y) = o(x)Te(y); (V(z,y) € R?)

Dot ¢ est un homomorphisme de (R, +) vers (E,T).

b) Montrons que (E,T) est un groupe commutatif .

On a ole+l)=Mx+1—-1)=M(x); (VzeR)
Donc (VM € E),(3m € R)p(m) =M, cestadire ¢R)=F

Alors ¢ est surjective, et puisque (R, +) est un groupe commutatif.

MTM-Group (MathsForBac) 5/14 Option SM A & B




Session : NORMAL 2015

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

D’ou (E,T) est aussi un groupe commutatif d’élément neutre ¢(0) = M(—1) .

2 - a) Montrons que (V(z,y) € R?) M(z) x M(y) = M(z + y + xy).

1—=x T
Ona M(z) = i (VzeR)
—2r 142«

Donc  (¥Y(x,y) € R?), on a

1—=x T 1—
M(z) x M(y) = oS I
—2x 142z —2y 142y
(I—2)(1—y)—2zy (1 —2)y+2(1+2y)

—2z(1—y) —2y(1+2z) —2zy+ (14 22)(1+ 2y)

l—z—y+ay—2zy z+y—axy+2xy

—2x — 2y + 2zxy —dxy —2xy+ 14 2z + 2y + 4dxy

1—(z+y—zy) T4y +ay

2@+y+zy) 1+2x+y+zy)

=M(x +y+zy)
Dou M(z)x M(y) = M(x+y+ zy)

b) Déduirons que E est une partie stable de (M5(R), x) et que la loi ” x ” est commutative

dans E.

Ona (V(z,y)€R?); x+y+ayeR
Donc (V(M(z),M(y)) € E?); M(z+y+azy)€E

= (V(M(z) x M(y)) € E*); Mz+y+ay) €E
Alors E est une partie stable de (M5(R), x), et ona
(V(z,y) €R?); M(x) x M(y) = M(z +y+ay) = M(y+ =z +yz) = M(y) x M()
D’ou la loi x est commutative dans FE.

c¢) Montrons que la loi ” x 7 est distributive par rapport a la loi ” T'” dans FE.

Ona (Y(x,9,2) € R®);
M(z) x (M(y)TM(2)) = M(z) x M(y+z+1)
=Mx+y+z+1l+a(y+z+1))
M

RQr+y+zt+ay+az+1)
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0.5 pt

0.25 pt

0.75 pt

et on a aussi (V(z,y,2) € R3);

(M(z) x M(y)) T(M(z) x M(z)) =M(z+y+axy)TM(z+z+x2)
=Mx+y+taoy+az+z+az+1)
=MQ2rx+y+z+rzy+xz+1)

Done  M(x) x (M(y)TM(=)) = (M(x) x M(y)) T(M(x) x M(2))
et comme les lois x et T sont commutatives, alors
(M(y)TM(z2)) x M(z) = (M(y) x M(z))T(M(z) x M(z))
D’ou laloi x est distributive par rapport a la loi T'dans E.

d) Vérifions que M(—1) est I’élément neutre dans (E,T") et que I est 1’élément neutre dans

(E, x).

v Comme 0 est I’élément neutre de (R, +), alors ¢(0) sera 1’élément neutre pour (E,T),
avec  p(0)=M(0—1)= M(-1)
(On a aussi M(x)TM(—1)=M(—1)TM(z)=M(z—1+4+1)=M(z); Vx €R)

Donc M(—1) est I’élément neutre dans (E,T).

v Puisque M(0) = =1
01

Donc (Vz € R); M(z) x I = M(x) x M(0)=M(x+0+0)= M(z)
Et Ix M(x)=M(@O)x M(z)=MO+z+0)=M(x)
Donc M(x)x I =1x M(x)= M(x)

Dot I est I’élément neutre dans (E, X).

3 - a) Vérifions que (Ve € R—{—1}) M(z) x M(l_—i—x:z) =1

Ona (VzeR{l}

x x x?
M M = — _
(@) x <1+x> ($+ 1+ 1+:c>
. :c+x2—m x?
- 1+zx
= M(0)
=171

b) Montrons que (E, T, X) est un corps commutatif.

On a (F,T) est un groupe commutatif d’élément neutre M (—1).

La loi x est une loi de composition interne commutative dans I’ensemble E. Elle est
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distributive pour T dans F et d’élément neutre est I = M(0).

Donc (E,T, x) est un anneau unitaire, et puisque pour tout M (xz) de E{M(—1)}; il

. JT N . —T
existe une symétrique par rapport a la loi x qu’est M ( T )
x

Dou (E,T, %) est un corps commutatif.

Exercice 4 : (6.5 pts)

PARTIE T

Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o00[ par
f(0)=0 et f(z)=2x(1+In%) pour x>0
Soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté & un repére orthonormé

(0,1, 7).
f(x)

0.5 pt 1 - Calculons lir}ra f(z) et lirgl “—~ puis interprétons graphiquement le résultat obtenu.
Tr—r+00 T—+00 xT
; i SRR 2.\ —
On a zgrfoo f(x) xEToox(l +In"x) = +oo
car lim =+o00 et lim 1+In%z=+o0
T—+00 T—+00
- Ona lim @: lim 1+ In%z = 400
r—+oco I T—+00
Alors lim f(z) =400 et lim @) = +00
T—+00 r—+oo T
D’ott la courbe (€) admet une branche parabolique suivant 'axe (oy).
0.25 pt 2 - a) Montrons que la fonction f est continue & droite en 0.
Ona lim f(zr) = lim z(1+ n%)
z—0* z—0F
= lim z + zln’x
z—0*t
=0+ lim (y/zlnz)?
z—0*t
= lim (y/z X 2ln\/§)2
z—0*t
= lim 4(\/z x In\/z)?
z—0F
=4 x 0? Car lim /z x Iny/x = lim ¢ X Int =0
z—0F t—0+
=0
Donc lim f(z) =0= f(0)
z—0*
D’ou la fonction f est continue a droite en 0.
0.5 pt b) Calculons lir{)l+ M puis interprétons graphiquement le résultat obtenu.
r— x
Ona lim L&:) = lim 1+ In?z =400, car lim Inz = —oc0
z—0" T z—0*t r—0+
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0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

D’ou (€) admet une demi-tangente suivant 1’axe (oy) au point O.

c) Calculons f’(z) pour z > 0, en déduirons que f est strictement croissante sur [0, +o0o].

Ona (Vz>0);
f'@) = (z(l+mnx))
=2/ (1+ Inz) + 2(1 + In?x)’
=1+ In%x +x x (2(Inx) Inx)
=1+In%x+x x (Zélnx)
=1+ Inz + 2inx (x #0)
Donc  f/(z) = (lnz +1)%; (Vx> 0)

D’ou la fonction f est strictement croissante sur [0, +00].

3 - a) Montrons que la courbe (C) admet un point d’inflexion I d’abscisse e 1.

Ona f/(z)=(lnz+1)%; (Vo >0)
Donc f” est dérivable sur |0, +oo] comme étant un carré d’une fonction aussi dérivable.

Alors
f'(x) = ((Inz+1)%)

=2(lnx 4+ 1) (Inx + 1)
= 2£(lm: +1)
T

~ 2(lnx+1)
B x

etona Inr+1=0 < z=e¢! e Inz+1>0 < zx>et

Donc la fonction f” s’annule et change de signe en e™!.
D’ou la courbe (€) admet un point d’inflexion I d’abscisse e *.

b) Etudions la position relative de la courbe (C) par rapport a la droite d’équation : y = .

Ona (Yz>0); f(z)—2=2(1+Inz)—2x=2xin’x
Donc le signe de f(x) — x est le signe de x. (car In%x > 0)
Alors flz)—2>0; Vo >0

D’ou la courbe (€) est au dessus de la droite d’équation y = x.

c) Tragons la courbe (C). (On prendra e ~ 0,4).
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PARTIE 11

On considere la suite numérique (u,,),, <  définie par

ug=e' et (YneN); u,. = f(u,)

0.5 pt 1 - Montrons par récurrence que : (Vn € N) ; e <u, <1.
vV Pourn=0,ona e! guoze*1 <1
v Supposons que e ' < wu,, <1, pour un n € N
v Montrons que et <wu,_; <1
Ona et < u, <l
= fle™h) < flu,) < f(1) (f eststrictement croissante)
= et (1+n?e) < flu, <1
= et <2t < flu,) <1
= et < flu,) <1
Alors el < Upq <1
D’ou el<u,<1; VneN
0.5 pt 2 - Montrons que la suite (un)n> o est strictement croissante, puis déduirons qu’elle est conver-
gente.
On a d’apres la question 3 — b) dans la partie I: f(x) >xz; V& >0
= f(u,)>wu, Vz>0 (car  w, >e ! >0)
Donc  w,.; >u, (VneN)
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0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.5 pt

Alors (u,,),, ¢ n €st une suite croissante, et ona  u, <1; (Vn € N).
Donc u,, est minorée par 1.

D’ou (u,,),, ¢ \y est converge vers une limite réelle .

3 - li =1
On pose Jm uy,

a) Montrons que el<i<l1

Ona el< u, <1l; Vne&N. Donc lim e ! < lim u, < lim 1; VneN

n—-+oo n—-+o0o n—-+0oo

D’ou e’lglgl; Vn e N

b) Déterminons la valeur de .
v f est une fonction continue sur [e~1; 1]
v f(leTh1]) = 2751 C e ]
v la suite (un)n>0 est convergente vers [.
Donc [ est solution d’équation z = f(z)

D’aprés la partie I, I'équation x = f(z) admet exactement deux solution sont 0 et 1,

Or [ € [e!;1], Alors l= lim u, =1

n—-+oo

PARrTIE 11T

x
Soit F'la fonction numérique définie sur U'intervalle [0, +00] par F(x) = / f(t)dt
1

1 1
1 - a) Montrons que la fonction H : x —1m2 + §x2 Inz est une primitive de la fonction

h: 2 zlnz sur |0, 4+o0[.

Ona (Vz€]0,400|)
1

1 4
H'(z) = (—ZxZ + 5:):2lnx>

2 L 5, 1, ,
= 43:+2(3:)lnx+2x (Inx)

1 1 1,1
=357 + §2xlnx + 5x2;

Lt atne + &
= —= inx =T
2 2

= xlnx
= h(z)
D’ou H est la primitive de la fonction h.

b) Montrons que (Vx > 0) / tIn?(t)dt = — In*(x) —/ tin(t)dt
1 1
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2 1
On pose U(z) = In?(t) et V'(z)=t, donc U'(x)= n Int et V(x)= 5 t2,
Alors
R 2 L o]" °2 Lo L o2 ’
tin®(t)dt = [In“t x = t°| — —In(t) x = t°dt = —z* In°x — tin(t)dt
1 2 5 Lt 2 2 1
3 3 2 2 2
0.5 pt c¢) En déduirons que : (Vx >0) F(z) = ~1 + % — % In(z) + % In?(x)
Ona (Vx>0)
F(x) = / t(1 + Int)dt
1
€T x
:/tm+/tm%mt
1 1
Lo1" L oo ’
= [t } + —z*ln"x — h(t)dt
2 ], "2 |
1 1 1
— 21t TH(H)E
5 T 5T 5 In"z —[H(1)]|
1, 1 1, [1 1 v
=22 — — + —2?n’z — |-t + —t%Int
2:6 5 + 2x n°x 1 + 5 n 1
1 1 1 1 1 1
= 5952 —3 + 5:1:2ln2:1: + sz — §x2ln:c 1
3 3 1 1
=1 + zxz — ilenx + izz:anQx
3 3 1 1
D’ou F(z)= ~1 + Z$2 — ilenx + §x2ln2x; Vo >0
0.25 pt 2 - a) Montrons que la fonction F est continue sur l'intervalle [0, +o00].

On a F(x) = / f(t)dt et la fonction f est continue sur [0,+oo[ donc il admet une
1

fonction primitive G' continue et dérivable sur [0, +00]

Donc F(z) =G(z) —G(1) ;Vz €]0,+o0].

D’ou la continuité de F sur l'intervalle [0, 4+o0].

1
0.5 pt b) Calculons lin[.r)l F(z) puis déduirons la valeur de l'intégrale / f(z)dx.
z—0"
0
On a
lim F(z) = lim 3 + §x2 — —2%lnz + 1auzan:L'
z—0F z—0+ 4 4 2 2
3 3 1 1
= hm -2 422 2,2 2 2
lim —— + Pt Inx + 2(acln:):)
3 3
=2 40-0+0=-"
4 + + 4
On a d’apres la question précédente, F est continue & droite de 0.
0 3
Done  F(0) = lim F(z) = / FOdt— =3
z—07" 1 4
! 3
D’ou / ft)ydt = -
o 4
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0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.75 pt

Exercice 5 : (3.5 pts)

On considere la fonction numérique g définie sur l'intervalle [0, +oo[ par

—t

2z
g(0) =in2 et g(z) = / Tdt pour x>0

1 - a) Montrons que (Vo >0) (Vte [z,22]) e ?* et <e®.

Ona 0O<z<t<2r, donc —2rx<—-t<-—=x

D'ou (Vz >0), (Vte€ [z, 2z]); e 2 < et <e® (exp est strictement croissante)

b) Montrons que (Vz >0) e 2*In2 < g(z) <e ®In2.

On a d’apreés la question précédent e 2% <et <e™® (Vo > 0)
N e_:m < e: < % (Vz > 0)
= /:m e;w dt < /:m ettdt < /:x ?dt (Vz > 0)
= e 2 [In(t)]3* < gl@) < e [in(t)]3* (Va > 0)
= e 2%(In(2x) — In(x)) < g(x) < e *(In(2x) —In(z)) (Vz >0)
= e‘zzln(%) < g(x) < e‘mln(z—x) (Vx> 0)

Dou (Vx> 0); e 22In(2) < g(z) < e %In(2)

c) En déduirons que la fonction g est continue a droite en 0.
On a d’aprés la question précédent e 2%In(2) < g(z) < e *in(2) (Vx> 0)

et puisque lin&e’Qfln(Q) =1In(2) et lin()le"rln(2) = In(2)
x>0 x>0

Donc lrlgolg(:r) =In(2) = ¢g(0)

x>0

D’ou g est une fonction continue a droite en 0.

2 - Montrons que la fonction g est dérivable sur l'intervalle |0, +oco [, puis calculons ¢’ (z) pour

x> 0.
ot
On a la fonction ¢ e est continue sur ]0, +oo.

Donc elle admet une fonction primitive G continue et dérivable sur cet intervalle, et on a

(V& >0);  glx) = G(2x) — G(a)
et puisque = — 2z est dérivable sur ]0, +o0].

Donc g est dérivable sur ]0,400[, etona (Vo >0);
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

6—233 e 6—21: —eZ
(2) = 2G' (22) — G'(z) =25— -2 —°
@) =26/ (22) G () =25 = C
et —1 —t
3 - a) Montrons que (Vt>0) —1< <e

(On pourra utiliser le théoreme des accroissements finis )

Rappel (Théoreéme des accroissements finis) :  Soit f : [a,b] — R une fonction conti-
b) —
nue sur [a, b] et dérivable sur Ja,b[, il existe ¢ €]a,b[; tel que : f'(e)= f(l))f(a)
—a

Soit ¢ > 0, la fonction h :  — e ® continue sur [0, ¢] et dérivable sur |0, ¢[.
(car h est continue sur [0, +-o00[ et dérivable sur |0, 4+o0[)

Alors d’apres le théoreme des accroissements finis

h(t) —h(0) et —e°

dec €]0,t]; h'(c)=

t—0  t
et —1
Ona Ah'(xr)=—e?; donc Fc €]0,t]; —e °= "
et puisque 0<c<t, donc ef<e <1, cestadire —1<—e°<—e?!
. et —1 ;
Dou (Vt>0); —-1< < ¢
—1n?2 —2x __ x
b) Montrons que (Vx>0) —1< g(x) —In < ¢
x T
et —1 L
Ona (Vt>0); —-1< < —e
Donc  (Vt>0);
2x 2x e*t —1 2x
/ —1dt < / ; dt < / —etdt
2x 6—t 2x 1
N )20 < / ¢ di~ / Lt < e
= 2r+r<g(x)—In2<e—e®
—In2 —2r _ —x
Dot RGOl S S (Vz > 0)
x x

¢) En déduirons que la fonction g est dérivable a droite en 0.

—2r _ ,—=x _Qz_l |
On a lim S P _ ¢
o0 x T x
—2z —x
—1 -1
— lim — 2° + €
x—0 _239 —r
x>0
=-2x1+1=-1
—In2 — (0
Donc limw =—1, cest a dire limg($> 9(0) =1
E 20 T

D’ou g est dérivable a droite en 0.
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INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

v Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;
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Analyse ...
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sutvant les domaines comme suit :

4 points

® On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z
® In désigne la fonction logarithme népérien.
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Exercice 1 : ( 4 pts)

Partie I : On munit I’ensemble R par la loi de composition interne * définie par :

(V(m,y) €R2>; z*y=x+y—e"¥+1

0.25 pt 1 - a) Montrer que la loi * est commutative dans R.

0.5 pt b) Montrer que la loi * admet un élément neutre qu’on déterminera.

2 - Sachant que 'équation : (E) : 3 + x — €*®* = 0 admet deux solutions distincts a et b

0.5 pt dans R, Montrer que la loi * n’est pas associative.

Partie IT : On rappelle que (M2(R), +, X) est un anneau non commutatif unitaire dont le zéro
est la matrice nulle 0 et dont I'unité est la matrice identique I = ( 0 (1) ) et (C*, X) est un
groupe commutatif et que (Mz(R),+, ) est un espace vectoriel réel.

r —2y
Pour tout couple (x,y) € R2, on pose M (z,y) = y

2
On considere I'ensemble F' = {M(ZL', v)/(x,y) € RZ}

0.5 pt 1 - Montrer que F est un sous-espace vectoriel de I'espace (Ma2(R), 4, +)

0.5 pt 2 - Montrer que F est une partie stable de (M2(R), X)

3 - Soit ¢ lapplication de C* vers F définie par : (‘v’(sc, y) € }R2) ;5 p(x+iy) = M(z,y)

0.5 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (F, X)

0.25 pt b) On pose F* = F — {M(0,0)}. Montrer que : ¢ (C*) = F*

0.25 pt c¢) En déduire que (F*, X) est un groupe commutatif.

0.75 pt 4 - Montrer que (F, 4, X) est un corps commutatif.

Exercice 2 : (3 pts)
Partie I : Soit a un élément de Z.

0.5 pt 1 - Montrer que si @ et 13 sont premiers entre eux alors : a?°1® = 1[13].

2 - On considére dans Z 'équation (E) : x2°'® = 2[13] et = une solution de (E).

0.5 pt a) Montrer que et 13 sont premiers entre eux.

0.5 pt b) Montrer que : & = T[13]

0.5 pt 3 - Montrer que I'ensemble des solutions de I’équation (E) est : S = {7 + 13k/k € Z}
Partie IT : Considérons une urne U contenant cinquante boules numérotées de 1 a 50 indiscer-
nables au toucher.

1 - On tire au hasard une boule de 'urne. Quelle est la probabilité de tirer une boule portant

0.5 pt un nombre solution de I’équation (E).
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2 - On tire au hasard une boule de 'urne, on note son numéro et on la remet dans 'urne. On

0.5 pt répete cette expérience trois fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement
deux fois une boule portant un nombre solution de 1'équation(E) ?
Exercice 3 : (3 pts)
On consideére dans I’ensemble des nombres complexes C ’équation : (E) : 22 — (144)z+2+2i =0
0.25 pt 1- a) Vérifier que A = (1 — 3i)? est le discriminant de 1’équation (E)
0.5 pt b) Déterminer z; et z2 les solutions de I’équation (E) dans C ( on prendra z; I'imaginaire
pur)
z1 3m
0.5 pt c) Montrer que — = V2-e"4.
zZ2
2 - Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O, ?, 7)
On considere les points A et B d’affixes respectifs z; et zs.
0.25 pt a) Déterminer le nombre complexe e I'affixe du point E, milieu du segment [AB].
Ly
b) Soit R la rotation de centre A d’angle 3 et ¢ l'affixe de point C' tel que R(E) = C.
3 3.
0.5 pt Montrer que : z¢ = —— + —1.
2 2
. ) 3. zo —d c—17
1 pt c) Soit D le point d’affixe d = 1 + —4. Montrer que le nombre X | ———
2 c—d Zo2 — 71
est réel , puis donner une interprétation géométrique du résultat obtenu.
Exercice 4 : (6 pts)
Soit n est un entier naturel non nul.
1
On considere la fonction f, définie sur I'intervalle R par : f,(x) = 5 .
1+ e z(=m)
Et (C,) la courbe représentative de f,, dans un repeére orthonormé (O; % ;5 j ).
1 - a) Calculer lim f,(x)et lim f,(x) puis interpréter graphiquement les deux résultats
r— 400 r—r—00
0.75 pt obtenus.
0.75 pt b) Montrer que la fonction fy, est dérivable sur R puis calculer f, (z) pour tout = de R.
0.25 pt c) Montrer que la fonction f,, est strictement croissante sur R.
0.5 pt 2 - a) Montrer que le point I, <n, 2) est un centre de symétrie pour la courbe (C,,).
0.5 pt b) Construire la courbe (C1) ,
c) Calculer l'aire du domaine plan limité par la courbe (C41) et les droites d’équations
0.75 pt respectives : € = 0, x = 1 et y = 0.
3 - a) Montrer que pour tout n € N* Iéquation f,(x) = x admet une solution unique
0.75 pt un €]0,n .
0.5 pt b) Montrer que : (Vn € N*) (V& € R); fat1(x) < fo(x)
c) Montrer que la suite (uy),,~; est strictement décroissante, en déduire qu’elle est conver-
0.75 pt gente .
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0.5 pt d) Calculer lim wuy,.
n—-+4oo

Exercice 5 : ( 4 pts)

On considére la fonction g définie sur R* par : g(x) = / = LU: tdt.
@
0.5 pt 1 - Montrer que la fonction g est paire.
0.75 pt 2 - Montrer que la fonction gest dérivable sur ]0, +ool[. puis calculer g’(z) pour > 0
0.5 pt 3 - a) En utilisant une intégration par parties, montrer que; pour tout > 0 :

3T cost sin3z — 3sinx 3z sin t
/ dt = / dt
x t 3z x 2
2 .
0.75 pt b) Montrer que pour tout « de |0, +oo[, On a : |g(x)| < — puis déduire III_E g(x)
T r—+o00
3z 1 — cost
0.5 pt 4 - a) Montrer que : (V& > 0);0 < fdt < 2x
xr
(Remarquer que : (Vt > 0); 1 —cost < t)
. 3z cost —1
0.5 pt b) Vérifier que (Vz > 0);9(x) —In3 = / Tdt
xr
0.5 pt c) En déduire que : lim g(x)
z—0t

FIN
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o
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S Baccalauréat Sciences Mathématiques
D 3
A Session : RATTRAPAGE 2015
=
=
-
<«
A /
o MATHEMATIQUES
o
Exercice 1 : (4 pts)
PARTIE T
On munit R de la loi de composition interne * définie par :
(V(z,y) ER?) :xxy=a+y—e¥+1

0.25 pt 1 - e Montrons que la loi * est commutative dans RR.

(V(z,y) ER?) toxsxy=a+y—eV+l=y+or—eV+1l=yxx

Ona: (V(z,y) ER?) zxy=yxzx

‘Donc : la loi * est commutative dans R
0.5 pt e Montrons que la loi * admet un élément neutre que ’on déterminera .

Soit y=a dans R I’élément neutre de la loi * dans R

Alorszxa=z; Ve eR) = z+a—e"+1=uz; VzeR)
— e"=qa+1;VreR
= In(e*)=In(a+1); Vx e R
= za=In(a+1); Ve eR
= 2a+0=0x+In(a+1); VzeR
Et bien a =0
—

Et bien In(a+1) =0

= a=0€R

Et comme * est commutative donc : Vx e R; %0 =0xx =«

D’ou I’élément neutre de la loi * est 0

n n
Remarque : j’ai utilisé le fait que deux polynémes Z a;x’ et Z b;x* sont égaux
0 0

si et seulement si: V1 <i<n'; a, =0
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

2 - Montrons que la loi * n’est pas associative dans R .
On a : a et B deux solutions différentes de 1’équation 3 +x —e2* =0
Clest-a-dire : 3+a—e?**=3+3—e*=0
Cest-a-dire : 24+ a—e**+1=2+8—-e*)+1=0
Clest-a-dire : a*x2=2xa=0%2=2x5=0
Donc: (ax2)xB=0xf=Fetax(2x0)=ax0=a
Et comme a # 8 Donc a (2% ) # (a*x2) % 3
’ D’ou la loi * n’est pas associative dans R ‘
PARTIE 1T

x —2
F={M(z,y) : (z,y) € R} tel que M(z,y) = ( v xy)

1 -

2
Montrons que F est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel réel (M, (R), +,.)

F C M,(R) (d’apres la définition ) et F # () car (I = M(1,0) € F)
V(M(z, ), M(21)) € F? et ¥(a, B) € R?

ar —2ay Bz —2pt
Ona: aM(xz,y) + M (z,t) = oy | pt
5 o ) Bz
ar + Bz —2(ay + St)
= ay + Pt
5 ar + Bz

= M(ax + Bz, ay + ft)
Donc aM(xz,y)+ fM(z,t) € F

D’ou F est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel (M, (R), +,.) ‘

Montrons que F est stable dans (M,(R), %)

D’abord Fest une partie non-vide de M4 (R) puisqu’elle contient des matrices carrées d’ordre

0 0
2 dont I’élément O = ( ) fait partie Soient (M (z,y), M(z,t)) € F?

00
—2y —2t xz—yt —2(xt+yz)
X = t
x z yz —21_ ¢ —yt + 2

= M(zz—yt,xt +yz) € F
’ Donc F est stable dans (M5(RR), x) ‘

On a M(z,y) x M(z,t) = (

Nl 8
N &+ N

3 - a) ¢ une application de C* vers F.

o Montrons que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (F, x)
Soient (x + iy) et (z + it) deux nombres complexes non-nuls
p((z +iy) x (2 + 1)) = p(zz — yt +i(zt + y2))
= M(zz — yt,xt + yz)
= M(z,y) x M(z,t) (d’apres la question 2)
= p(z +1y) + o(z + it)

’ Donc ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (F, x) ‘

)
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0.25 pt

0.25 pt

0.75 pt

0.5 pt

b) On pose F* = F — {M(0,0)}
e Montrons que ¢(C*) = F*
Soit M (a;b) un élément de F*

a —2b
Donc M(a;b) = | 4 ; (a;b) # (0;0)

- a
L’équation ¢(x + iy) = M(a;b) admet une solution et une seule dans C* et c’est le

nombre complexe a + ib car p(z +iy) = M(a;b)

T —2y a —2b
)T
2 2
r=a+%#0
<~
y=b+0

Ainsi on a montré : (VM (a;b) € F)(3(z +iy) € C*) : ¢(x +iy) = M(a;b)
D’otl ¢ est une bijection de C* a valeurs dans F™*

‘ Donc p(C*) = F*

c) Montrons que (F*, x) est un groupe commutatif.
On a (C*, x) est un groupe commutatif et ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers

(F, %) et o(C*) = F*

‘ Donc (F*, X) est un groupe commutatif

4 - Montrons que (F, 4+, X) est un corps commutatif.
o Comme F est un sous-espace de ’espace vectoriel réel (My(R), +, X)
alors (F,+) est un groupe commutatif.
e (F*, x) est un groupe commutatif.
o Comme x est distributive par rapport a + dans M, (R) et F stable par x

et par + alors la loi x est distributive par rapport a + dans F.

‘ Donc (F,+, X) est un corps commutatif

Exercice 2 : (3 pts)

PARTIE T

1- acZ; Montrons que a A 13 = a?°1¢ = 1[13] .
Le nombre 13 est un nombre premier, alors d’apres le théoréme de Fermat on a : a'® = a[13]
Et comme a A 13 = 1, alors a est non divisible par 13
Donc a'? = 1[13] = (a'?)1%® = 1168[13]

En fin on a: a A 13 = a?°1¢ = 1[13]

Donc a A 13 = a?°16 = 1[13]
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2 - On consideére dans Z l'équation (E) : 22°1° = 2[13] soit = une solution de I’équation (F).
a) Montrons que 13 et z sont premiers entre eux.

Par I’absurde on supposons que x est divisible par 13
13/x 13/2%015
=

22015 = 2[13] 22015 = 2[13]
C’est ’absurde, alors x n’est pas divisible par 13

= 13/2

‘Donc 13 et x sont premiers entre eux‘

b) Montrons que z = 7[13] .
o Comme 7 et 13 sont premiers entre eux, alors d’apres la question a) on a 22016 = 1[13]
o et puisque 22915 = 2[13] alors 22°16 = 22[13]
» Nous concluons que 2z = 1[13] = 14z = 7[13] et de plus 14z = x[13] alors x = 7[13]
Donc z = 7[13] ‘

3 - Montrons que ’ensemble des solutions de I’équation (E) est S = {7+ 13k / k € Z}
e On a 2291 = 2[13] = z = 7[13]
o Montrons que z = 7[13] = 22015 = 2[13]
e On a x = T7[13] = 22915 = 72015[13] (%)

e Déterminons le reste de 7™ par 13 .

n 213141516 171819 10]11]12

lerestede 7" par 13 J 10 | 519 )11 |12|16]3]8] 4 2 1

72 =113

¢ On a donc [13] = 71267 = 9[13] = 72015 = 2[13]
71 = 2[13]

o d’apres (x) x = T[13] = 77015 = 2[13]

» Nous avons montré que l'équation (F) < x =7[13] et x = 7[13] & (x —7=13k; k € Z)

‘ D’ou S est ’ensemble des solutions de 1’équation (F) ‘

PARTIE 11

Une urne contient 50 boules portant les numéros de 1 a 50 (les boules sont indiscernables au toucher)
1 - On tire au hasard une boule de I'urne.

e Quelle est la probabilité d’obtenir une boule portant un numéro qui est solution de I’équa-

tion (E)?

Soit n le numéro de la boule tirée
nes dkeZ;n=7+13k

On a =3 < n e {7,20,33,46}
ne{l1,2,..,50} ne{l,2,..,50}

4
Donc la probabilité recherchée est —

2
D’ott la probabilité d’obtenir une boule portant un numéro qui est solution de I’équation (E) est %
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2 - On tire au hasard une boule de 'urne, on note son numéro, puis on la remet dans 'urne.
On répete I'expérience précédente 3 fois .
¢ Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux fois une boule portant un numéro qui
est solution de 1’équation (F)?
e Rappel : soit A un événement, de probabilité p ,dans une expérience aléatoire.
Si A est répété indépendamment n fois, alors la probabilité correspondante a la vérification
de A exactement k fois est donnée par P(X = k) = C? x p* x (1 —p)"~*.

2
A est un événement de probabilité % Cet événement est répété trois fois.

C’est-a di =3etp=—
est-a dire n etp= oo

Ainsi, la probabilité correspondante a I'obtention de A exactement trois fois est donnée par :
4 23 276
P(X =2) = 3 2 1— 3—-2 _ _ c_ ="
(X =2) = Gy p™ x (=P = 3 G X 55 = 15625
276

15625

D’ou la probabilité recherchée est

Exercice 3 : (3 pts)

On considere dans I'ensemble C I'équation suivante (E) : 22 — (1 +4) + 2 + 2i = 0.

1 - a) Vérifions que (1 — 3i)? est le discriminant de ’équation (E) .

A=(1+4+9)?—4(2+2i))=2i—8—8 =1—6i—9=(1—3i)>

‘ D’ou le discriminant de I'équation (E) est (1 — 3i)? ‘

b) Déterminons z; et z, les deux solutions de I’équation (E) dans I’ensemble C

(on prendra z; imaginaire pur )
1+i—1+3 1+i+1—3
On a zlzyzﬂet 22:$:1_2‘

‘ D’oflz2:1—ietz1:2i‘

z .37
c) Montrons que : A \2eg
)

oma o 2 _ 20+ _2-2_ .
29 1—1 (1—@)(14-1) 2
IEN

—i—1]=V1Z2F+12=
)

DoncZzﬁ( ) COS(Z)—F’iSiII (g))

Donc%zﬂ(cos(ﬂ—z zsin 7T—1>>:\/§<COS <Sir)—|—isin<3z>)

Donc — fel
22

2 - Le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct.

On considere le point A d’affixe z; et le point B d’affixe z,.
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0.5 pt
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a) Déterminons le nombre complexe e laffixe du point E milieu du segment [AB].

Z1+ 2z 142
0) =4 72 _
na e 5 >
I
Donc e —= il
2

b) Soit r la rotation de centre A et d’angle g

Et soit ¢ I'affixe du point C' I'image du point E par la rotation r

3
o Montrons = —— 4+ =1
ontrons que ¢ 7 + 2L
rE)y=C<sc—2z = e*ig(e—zl)
144
o= —i(— o)+ 2i
—1 1
Sc=—I1i+-——2+4+2
c 22—1-2 + 2
(r)c——f—i-%i
22
3 3
D = —— 4+ =1
onc c 2+2z

3
c) On considére D le point d’affixe d =1+ 5@ .

Zo —d c—2z ) L. ) L.
e Montrons que le nombre 7 est réel puis interpréter géométrique-

ment le résultat obtenu.

3
1l—i—1— =2
Zp —d\ _ 2 _
oOna<C_d>— 5 =1
2
-3 3 9
g (A R W el
29 — 24 1—3i 24(—i+3) 2

o Interprétation géométrique :
Ona(zQ_d><c_zl> 16
c—d 2y — 24 2
Donc arg((zQ_d X ( ))
c—d 22 — 2
—d
arg (ZQ ) + arg < ) O[m
c—d
Zg —dY _ 2y —
arg(c_d> = arg (c—zl ) [7]

Alors (DC ,DB ) = (AC , AB )[n]

Or 274

c— 2z

= 2i € iR, donc les point A, B et C ne sont pas colinéaires
De méme pour les points A, B et D

Ainsi les quatre points A, B, C et D ne sont pas colinéaires

‘ D’ou les points A , B, C' et D sont cocycliques.
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Exercice 4 : (3 pts)

Soit n un entier naturel non nul .
1

l+esl@—n
Soit (C,,)la courbe représentative de la fonction f,, dans un repere orthonormé <O, 1,] )

On considere la fonction f,, a variable réelle x définie sur R par : f, (x) =

1- a) Calculons ngoof”(m) et mErPoof”(x)

1

. . 1

Car lim e 2(@-n =0
T—+00

. . 1
* Am fa@) = lim e =0
Car lim e 3@ -1 = 400

Tr——+00

D’ou xglinoofn(w) =1let xE@wfn(x) =0

o Interprétation géométrique :
(C,)) admet une asymptote au voisinage de +o0o d'équation y =1

et (C

,) admet une asymptote au voisinage de —oo d'équation y =0

b) Montrons que la fonctionf,, est dérivable sur R et Calculons f, pour tout z de R.

e Ona 7(56 —n) est dérivable sur R tout entier, car c¢’est une fonction affine.

-3
e Donc e =™ est aussi dérivable sur R tout entier car c’est une composition de deux

fonctions dérivables sur R et e® C R.
e dou 1+ e%g(””*”) est dérivable sur R
Ainsi 113M est dérivable sur R comme étant 'inverse d’une fonction dérivable
qui ne s’—gnenflle pas sur R (toujours positive).
Soit x € R :
e‘;’(x_n))/ _ (‘i‘)’ejun)) 3 ZRw—n

Py _< _ __ 2
fn($>_ _3 2 -3 2 -3 2
(1+e7<~""">) <1+67<$‘">> <1+e7("‘”>)

§e_73(x —n)

(¥ €R); fr(2) = —2——
<1+67<x_”>)

c) Montrons que la fonction f,, est strictement croissante sur R .

On a f, (z) est une quantité positive sur R comme étant une quotient de deux quantités

strictement positives

Donc (V€ R); f/(x) >0

‘D’oﬁ f,, est strictement croissante sur IR‘
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1
2 - a) Montrons que le point I, (n, 5) est le centre de symétrie de la courbe (C,,)

OnaVvVreR;2n—z e R

1 1 e 3@ 1
Et fn(Qn—x): 3 = 3 e 3 :1—73
14+egn—z-n 1 4e -2 e glz-n 41 14+e3@—n
1
Donc f,(2n —x) =1— f,(z) cad. f,2n—z)+ f,(x) =2 x 5

1
D’ou I, (n, 2) est le centre de symétrie de la courbe (C,,)

b) Construisons la courbe(CY ).

o Le tableau de variations de la fonction f; :

x —00 —+00

1
fi(@) /
0

e La courbe de f;

R

c) Calculons laire de la surface plane limitée par la courbe et les droites d’équations :
r=0,z=1lety=0
Soit A laire de la surface plan définie par I'intersection de la courbe (€;) et les droites
d’équations t =0, xr =1et y =0

1 1
A :/ |f1(2)|dz (u.a.) = / fi(x)dz (u.a.) car f; est positive sur [0, 1].
0 0

3 ’
1 1 1 1 eg(wA) 12<1+e5(‘”‘1)>
Ona/ fl(x)dx:/ 3d$=/ 3dx:/ a3 dz
0 0 14+e3@b 0 14ez@- b 0 3 14e 1
1

1 2 S _2 n2—In e*g :gn 2
[ toras =2 1 cd )] = 2z (1 3) = 2

Y 3
3 o 3 I+e3
L 2
D’ou A = ||i| x |j]| x gln ( 3>
1+e73
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3 - a) Pour tout n € IN* Montrons que ’équation f, () = = admet une solution unique u,,
0.75 pt dans ]0;n[

On pose ¢, () = f,(z) -z
o ¢, est dérivable sur R et (Vo € R); ¢} (x) = f, (z) —1

n

e?(ffn)

-3 2
(1+ez @)

3
2 1L e 5(n) 2e—3(z,)
_ +e ')+ <0

-3 2
2 (1 n e7<’”‘”>)
e ¢, est continue et strictement décroissante sur R Donc ¢,, bijectif de R vers ¢,, (R)

—1

_3
2

et o, (R) = | lim ¢, (z); lim ¢,(x)| =]+o00; —o0[

T—+00 T——00
e On conclus que ’équation ¢, (x) = 0 admet une solution unique wu,,
1
et puisque ¢, (0) = f,,(0) >0et ¢, (n) = f, —n= 53— n< 0,

alors d’apres le TVI u,, € |0;n] .

‘Donc (Vn € N*); A, €10;n] / f,(u,) =u, ‘

0.5 pt b) Montrons que (Vn € N*) (Vz € R); f,o1 — [, <O

Ona (VneN") (VzeR) f,(z)— f.(z)= 1 — !

3 3
1+e*§<§*”*1> 1 +e;§<m*”>
_ 1+efa(rfn)_1_efi(x7nfl)

3 3
(1 + e*§<“’*”>> (1 + efgwnfw)
3 3
e p@—n) (1 —e§>

3 . 3
(1rede) (1reder)

Donc (Vn € N*) (Vz € R) f,,,1(x) < f,(z)

0.75 pt c) Montrons que (u,,),~; est strictement décroissante et déduisons qu’elle est convergente

¢ Ona

(VneN) (Ve eR):  fo1(@) <[fo(@)= fun(@) -2 < fo(z)—2
= Opp1(x) < ()
= Pnt1 (un+1> < ¢n (un+1>

= ¥n (un) < ¥n (un+1) <§0n+1 (un+1> = ¥n (un>)

et puisque la fonction ¢,, est strictement décroissante sur R alors (Vn € N*); u,, ., <wu,

D’ou la suite (u,,),~; est strictement décroissante

e Puisque la suite (u,),~; est strictement décroissante et minorée par 0 alors elle est

convergente.

Donc la suite (u,,),~, est convergente
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d) Calculons lim wu,.
n—+o0o

+ La suite (u,,),>; est convergente et la fonction f, continue sur I'intervalle ]0;n|

et vérifiant f,, (J0;n[) = ]fn(O); % [ C ]0;n]

« Alors la suite (u,,),~; admet une limite / vérifiant lim f, (I) =1, Donc =0

n—+oo
d’ou lim w, =0
n—+o0o
Exercice 5 : (4 pts)
3 cos(t)
On consideére la fonction g définie sur R* par : g(z) = / Tdt

x

1 - Montrons que la fonction g est pair .
OnaVvVzeR"; —x e R"
—3x 3z 3x
t —
On pose t = —u, donc g(—x) = / &Odt = / Mdu = / cos(u) du = g(x)

t U U

D’ou la fonction g est pair‘

2 - Montrons que la fonction g est dérivable sur ]0; +o0o[, puis Calculons ¢’(z) pour z > 0.
e La fonction t — %St est continue sur ]0; +o0]
alors admet une primitive sur cette intervalle
On a g(z) = / N Lt = (0] = p(32) — p(a)

Puisque la fonction ¢ est dérivable (une primitive) sur ]0; 4o00],

‘ alors la fonction g est dérivable sur |0; 00| ‘

cos3r  cosx cos3x — cosx
o (V2 >0); ¢ =3¢ (3z) — ¢’ =3 — =
(Vo> 0); g/ () = 3¢/ (32) — ¢/ (2) =30 — .

3r —
(V,CC > 0) : gl(.’L’) _ COSOT COST

xT

3 - a) Vérifions, en utilisant une intégration par parties, que :

3z . . 3z .
t 3r—3 t
Vi >0 / CO: dt:sm T 51nx+/ SltI; a
X

3x
3z 3z
t
Vx>0;/ %dt :/

( CcOS t)
@ x v (t)

8

{~+| —

sin3xz sinzx 3% gint
= - —dt
3z z A 12
sin3x—SSinx+/3I sintdt
- 3z t2

Vx>0;/3m Costdt:sin3x—3sin:ﬂ+/3x sintdt
L t 3 L i
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2
0.75 pt b) Montrons que (Vz > 0); |g(z)| < —
T
3x
t
On a (Vz > 0);|g(x)| = / L
xT
_ |sin3z —3sinz n /39C sintdt
N 3z 4 12
sin3z sinz Sa sint
= — + —dt
x x A t2
< siDSx‘ sin n /3'T sintdt
— | 3z T . t2
1 1 3% 1gin ¢
g?m’+‘$’+/m %dt(car |sinz] <letax>0)
1 +1+/3”ﬂ sint|
3 «x a 2
_4 +/3I sintdt
~ 3z A 12
Soit ¢ un élément de ]0; +oo[, on a |sint| < 1 et ¢2 > 0
sint] 1 sint 1
Pone: T~ <% Z| 2 |Se
3x | 1 3z
t 1
N ] K1 g/ —at
12 t2
3% sint —17%
= dt < |—
t2 t
x xr
:>/?“ sint) -1 -1
A 12 = 3z x
:>/3I sint dt<1 i
A t2 S 3z
N 3 gint gt < 2
A t2 =3z
4 2 6 2
Do : o= ==
ol : |g(x)| 3z + 3x 3z T
2
(Va > 0); lg(a)] < 2
3% cost — 1
0.5 pt 4 - a) Montrons que (Vz >0); 0 < / fdt <2z
, ’ 1 —cost
D’une part cost < 1 = 1 —cost > 0 = — >0Qcarz <t <3xetx >0

3x _ .
:>/ <1§Obt>dt>003r0<x<3x

1

— cost 3 1 _ cost
D’autrepartl—cost<t:>t<1cart>:1:>O:>/ fdt
x

N

3z
/ 14t

xT

3z
1 —cost
Et on a / 1dt = 2z car = < 3z et la fonction <£> est continue sur |0; +00]
3z
t—1
Finalement | (Vz > 0); 0 < / %dt < 2z
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0.5 pt

0.5 pt

3z
t—1
b) Vérifions que (Vx > 0); g(z) —In(3) = / %dt.

Ona: (Vo> 0);/:I %dt = /:m (CO:t)dt—/:z <1>dt
oo [ (o

= g(a) — [n(¢]2"

=g(z) — (In(3z) —In(x)) ; = #0

= g(z) —In(3)
3x
t—1
Donc (Vz > 0); g(x) —In(3) = / %dt
c) Déduisons limg(z).
x>0
3x
1— t
Ona(Vw>0);0§/ %dtﬁ?x
xr
3x
1— t

Et 1im0 = 0 et lim2z = 0 Donc lim (/ COSdt) =0

530 =0 w200\, ¢

3z o
Aussi lim (/ COStldt) =0
x—071 . t
3x
t—1

Et puisque g(z) —In(3) = / %dt

3z
t—1
Alors 1irI(} (9(z) —In(3)) = ling (/ Costdt)
x>0 @>0 z

Donc lim (g(z) —In(3)) =0

x>0

Ou encore lingg(:c) =In(3)

x>0

FIN

MTM-Group (MathsForBac) 12/12

Option SM A & B




ROYAUME DU MAROC

Baccalauréat Sciences Mathématiques
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MATHEMATIQUES

Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE ’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de ’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ............. ... ... ... 3.5 points
— Exercice 2 : Arithmétiques ........... . .. . . 3 points
— Exercice 3: Nombres complexes ............ ..., 3.5 points
— Exercice 4 : Probléme d’analyse ............. .. ... i 7 points

— Exercice 5 : Probleme d’analyse ............. ... ... i 3 points




Examen du Baccalauréat session normal 2016

Exercice 1 : ( 3.5 pts )

1 0 0
On rappelle que (M3(R),+, x) est un anneau unitaire d'unité 7 = |0 1 0| et que (C,+, x) est
0 01
un corps commutatif.
r+y 0 =2y
Pour tout (z,y) de R? on pose : M(z,y) = 0O 0 0 et £ = {M(a:,y) ; (z,y) € RQ}
y 0 z-—y
0,5 pt 1 - Montrer que E est un sous-groupe du groupe (Ms(R), +)
0,5 pt 2 - Vérifier : (V(:E,y) € IRQ) (V(x’,y’) € RQ) s M(z,y) x M(2',y) = M(a:a:’ -y, xy + yaz’)
3- Onpose: B*=F— {M(0,0)} et on considére 'application ¢ : C* — E qui au nombre
complexe z = x + iy associe la matrice M (z,y) de E, avec (z,y) € R?
0,25 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E, x)
0,75 pt b) En déduire que (E*, X) est un groupe commutatif d’élément neutre M (1,0)
0,5 pt 4 - Montrer que (E,+, X) est un corps commutatif.
0 0O
5- Onpose:A=|0 1 0
0 00
0,5 pt a) Calculer A x M(z,y) pour M(z,y) € E
0,5 pt b) En déduire qu'aucun élément de E n’admet pas de symétrique dans (M3(R), x)
Exercice 2 : (3 pts)
partie A :
Soit (a,b) dans IN* x IN* tel que le nombre premier 173 divise a® + b3
0,25 pt 1 - Montrer que a'™ = —b'" [173] (remarquer que : 171 = 3 x 57)
0,25 pt 2 - Montrer que : 173 divise a si et seulement si 173 divise b
0,25 pt 3 - On suppose que 173 divise a. Montrer que 173 divise a + b
4 - On suppose que 173 ne divise pas a
0,5 pt a) En utilisant le théoréme de FERMAT, montrer que : a'7? = b172 [173]
0,5 pt b) Montrer que : a'™(a +b) =0 [173]
0,5 pt c) En déduire que 173 divise a + b
partie B :
On considére dans IN* x IN* Péquation suivante :  (E) 2° +y* = 173(ay + 1)
Soit (z,y) un élément de IN* x IN* solution de (E), on pose x + y = 173k avec k € IN*
0,25 pt 1 - Vérifier que :  k(z — y)2 +(k—1)ay =1
0,5 pt 2 - Montrer que : k = 1, puis résoudre ’équation (E).
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Exercice 3 : (3.5 pts)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, 7).
On considere dans le plan complexe deux points My et My tels que les points O, My et My sont
distincts deux a deux et non alignés.

Soient z1 et zo les affixes respectives des points M7 et M et soit M le point dont laffixe z vérifie la

. 22129
relation : z =
z1 + 29
21—z z
0,5 pt 1- a) Montrer que : ! x 2 -
zZ9 — Z Z1
0,5 pt b) En déduire que le point M appartient au cercle circonscrit au triangle OM; My
0,5 pt 2 - Montrer que si zo = Z7 alors M appartient a 'axe des réels.
3 - On suppose que Mz est 'image de M; par la rotation de centre O et de mesure d’angle o ou
a est un réel de l'intervalle |0; 7]
0,5 pt a) Calculer z2 en fonction de 21 et de «
0,5 pt b) Montrer que le point M appartient a la médiatrice du segment [M; Mo]
4 - Soit 0 un réel donné de lintervalle |0; 7]
On suppose que 21 et 23 sont les deux solutions de Péquation :  6t2 — (el +1)t+ (el —1) = 0
i0
e’ —1
0,5 pt a) Sans calculer z;1 et zo vérifier que : z = 2———
e’ 41
0,5 pt b) Donner en fonction de 6, la forme trigonométrique du nombre complexe z.
Exercice 4 : (7 pts)
partie A :
0,5 pt 1 - En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction ¢ — e~?, montrer que pour
T
tout réel strictement positif x, il existe un réel § compris entre 0 et z tel que : e’ = 1 —
—e
2 - En déduire que :
0,25 pt a) (Vx>0) ;o l—ax<e™®
0,25 pt b) (V:L‘>O) ;o r+1l<e”
xe”®
0,25 pt c) (V:z:>0) ;7 0<lIn <z
e’ —1
partie B :
xe”
On considere la fonction numérique f définie sur [0; +oo[ par : f(z) = — 1 siz>0et f(0)=1
e J—
Et soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7).
0,5 pt 1 - a) Montrer que la fonction f est continue a droite en 0.
0,5 pt b) Montrer que : ET (f(x) — ) = 0 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X o
2
0,25 pt 2 - a) Montrer que : (Va: > 0) ;X — 1 < —e?+1

(On pourra utiliser le résultat de la question 2-a) de la premiére partie)
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2 3 2
x x x
6dui : >0); - <eT4p—1<—
0,5 pt b) En déduire que (Vx > O) b 5 = e T4 —1< 5
L. z)—1 e T+xr—1
0,5 pt 3 - a) Vérifier que : (Vm > 0) ; /(@) = 5 f(z)
x x
s . fle)—-1 1 , .
0,75 pt b) En déduire que : lim ———— = — puis interpréter le résultat obtenu.
z—0t x 2
0,75 pt 4 - a) Montrer que f est dérivable en tout point de |0; +oo] et que :
e*le*—1—=x
(V:B > 0) ; fl(x) = cler—1-z) 5 )
(e” —1)
0,5 pt b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0; 4-oc0o].
(On pourra utiliser le résultat de la question 2-b) de la premiére partie)
partie C :
On considére la suite numérique (u”)nZO définie par : ug > 0 et u,y 1 = In ( f (un)> pour tout n de
N
0,5 pt 1 - Montrer que pour tout entier naturel n on a : u, > 0
0,5 pt 2 - Montrer que la suite (un)n>0 est strictement décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
(On pourra utiliser le résultat de la question 2-c) de la premiere partie)
0,5 pt 3 - Montrer que 0 est I'unique solution de I’équation : In ( f (ac)) = x puis déterminer la limite
de la suite (uy) _,
Exercice 5 : (3 pts)
0 deére la f défi 1 lle I =] [ : 1 d
n consideére la fonction numérique F' définie sur 'intervalle I = |0; +oo| par: F'(x) = / —dt
( ) ln(2> \/et—l
0,5 pt 1 - a) Etudier le signe de F(z) pour tout z de [
0,5 pt b) Montrer que la fonction F est dérivable sur l'intervalle I et calculer F”(x) pour tout x de
1.
0,25 pt c) Montrer que la fonction F' est strictement croissante sur l'intervalle T
0,5 pt 2 - a) En utilisant la technique de changement de variable en posant : u = v/e! — 1, montrer
x 1 s
que pour tout x de [ on a : / ————=dt = 2arctan (\/em - 1) - —
In (2) et —1 2
0,5 pt b) Calculer lim F(z) et lim F(x)
r—0t r—r-+00
0,25 pt 3 - a) Montrer que la fonction F' est une bijection de l'intervalle I dans un intervalle J que I’on
déterminera.
0,5 pt b) Déterminer F'~! la bijection réciproque de F.

FIN
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ROYAUME DU MAROC

Correction

Baccalauréat Sciences Mathématiques

Session : NORMAL 2016

MATHEMATIQUES

0.5 pt

0.5 pt

Exercice 1 : (3.5 pts)

1 - Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M; (R),+).
Tout d’abord E est une partie non-vide de M (R) puisque c’est ’ensemble des matrices
carrées d’ordre 3 qui s’écrivent sous la forme M (z,y) et M (0,0) =0 € E.
Soient (x,y) et (a,b) deux éléments de E :
z4+y—a—>b 0 —2y+2b
M(z,y) —M(a,b) = 0 0 0
y—>b 0 z—y—a+bd
(r—a)eR

= M(z—a;y—b)€ Ecar:
et (y—b)eR

‘D’ofl : (E,+) est un sous-groupe de (M5 (R),+). ‘

2 - Vérifier : (V (z,y) € R?) (V (2/,y") € R?) : M (z,y) x M (2/,y') = M (z2’ — yy'; 2y + yz’) .

r+y 0 —2 ¥4y 0 =2y
M(z,y) x M(2",y) = 0 0 0 |[x 0 0 0
Y 0 z—y y’ 0 = —v
(x+y) (@ +y)—2yy 0 =2 (z+y) —2y(a —vy)
= 0 0 0
y(@' +y)+yle—y) 0 2yy' +(x—y) (@@ —y)
(z2" —yy') + (zy’ +y2’) 0 —2(zy’ +yz’)
= 0 0 0
(zy" +ya’) 0 (za’ —yy')— (zy +ya’)
(z2’ —yy') €R

= M(zx’ —yy';xy +yz') € FE car;
et (zy +yz’) €R

Donc : (V (z,y) € R?) (V (z/,y) € R?) : M (z,y) x M (2/,y') = M (z2’ —yy'; 2y’ + yz’) .
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0.25 pt

0.75 pt

0.5 pt

3- Onpose: E*=FE—{M(0;0)} et on consideére l'application ¢ : C* — E qui au nombre
complexe z = x + iy associe la matrice M (z;y) de E , avec (z;y) € R .
a) Montrer ¢ est un homomorphisme de (C*; x) vers (E; x) .
Soient z = x + iy et 2’ = a + ib deux éléments de C* et soit ¢ Papplication suivante :
@:(Cx) — (B, x)
z=z+iy — ¢(z) =M(z,y)
plzx ) = g((@+iy)x (a+ib)
¢ ((za —yb) +i(zb + ya))
M (za — yb; b + ya)
M (x,y) x M (a,b) d’apres 2-
= ¢(2) x (¥)
’Ainsi , ¢ est un homomorphisme de (C*; x) dans (E; X) . ‘

b) En déduire que (E*; x) est un groupe commutatif d’élement neutre M (1;0) .
Soit M (z,y) un élément de E*.
Iéquation ¢ (x + iy) = M (a, b) admet une seule solution x + iy = a + ib Donc :
(VM (a,b) € E7), (3! (z +iy) € C) : @ (x +iy) = M(a,b)
c-a-d que ¢ est une bijection de C* dans E*.
Des alors : ¢ (C*) = E*.
comme ¢ est un homomorphisme de C* dans E et comme (C*, x) est un groupe commu-

tatif, alors la structure algébrique de (C*, x) sera transmise vers (E*, x) via I’application

®.

1 +140) est I’élément neutre de (C*, x) = ¢ (14 :0) = M (1,0) est I’élément neutre de
* %).

’ Donc : (E*; x) est un groupe commutatif d’élement neutre M (1;0) . ‘

C*, x) groupe commutatif = (E*, x) Aussi.
C

(
(
(

4 - Montrer que (EF;+; x) est un corps commutatif .
(E*; +; X) est un groupe commutatif car :
e (E,+) est un groupe .
e (E*, x) est un groupe commutatif .
e X est distrubitive par rapport a + .
e x est commutatif dans E .
La distributivité de x par rapport a + :
M (a,b) x (M (z,y) + M (z’,y")) = M(a,b) x M(z+2",y+7y")
M(a(z+az)=b(y+y);aly+y)+b(z+a’))
= M(ax + ax’ — by —by';ay + ay’ + bx + bx’)
M (a,b) x M (z,y) + M (a,b) x M (z',y") = M (ax —by;ay + bx) + M (ax’ — by’;ay’ + bz’)
= M(ax — by + ax’ —by’;ay + bx + ay’ + bx’)

’Donc la distributivité a gauche est vérifiée . ‘

Meéme procédé pour la distributivité a droite .

Pour la commutativité de x dans FE .
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0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

5 -

M(z,y) x M(2",y") = M(z2’ —yy'52y" +ya’)

= M@z —y'y;y'z +2'y)
= M(z',y") x M (x,y)

‘ Donc : (E;+; x) est un corps commutatif . ‘

)
0 00
Onpose: A=(0 1 0
0 0O
(z,y

a) Calculons A x M (z,y) pour tout M (z,y)de E.

0 T4y

0
Y

AxM(z,y) =

X

o O O o o o

0
01
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0 0
Donc: AxM(z,y)=|0 0 0
0 0 O

0
0

—2y
0

0 y—=

b) En déduire qu'aucun élément de E n’admet pas de symétrique dans (M5 (R), +).

Soient M (x,y) une matrice de E et M (z’,y’) son symétrique dans F.

O0xM(z',y')=A
0=A4

0 =1 c’est absurde .

Loy

M (z,y) x M (2, y") = M(2",y') x M (z,y) = I
CM (z,y) x M (2’,y") = I car x est commutative
Ax M (z,y) x M(2/,y) = Ax T = A

‘Donc M (z,y) n’est pas inversible ; donc n’admet pas de symétrique (M (R),+) . ‘

Exercice 2 : (3 pts)

PARTIE T

Soit (a;b) dans N* x N* tel que le nombre premier 173 divise a® + b3 .

1 - Montrons que : a'™ = —b'71 [173] ( remarquez que : 171 = 3 x 57 ) .

2 -

173/ (a®* +b*) = (a®+0*) =0[173]

= a®=—b3[173]
= (a®)’" = (=03 [173]
= o™ = -l [173]

Donc : a!™ = —b17 [173]

Montrons que : 173 divise a si et seulement si 173 divise b .
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0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

173/a < 173/a3;173 € P

a3 = 0[173]

(a® + %) = a® [173] car : b* = a® [173]
b = 0[173]

173/

o 173/b; car : 173 € P

A

| Donc : 173/a < 173/a |

3 - On suppose que 173 divise a; Montrons que : 173 divise a + b.
173/a = 173/b d’apres 1- b-
173/a
=
173/b
= 173 divise toute combinaison linéaire de a et b
= 173/ (a+0)
‘ Donc 173 divise a + b ‘
4 - On suppose que 173 ne divise pas « .
a) En utilisant le théoréme de FERMAT , montrer que : a'™ = b7 [173] .
o peP L
Rappel : du théoreme de FERMAT : = aP =1]p]
aANp=1
Comme 173 ne divise pas le nombre a , alors 173 ne divise pas b & cause de I’équivalence
de la question 2)— : 173/a < 173/a .
173N Na =1
On peut donc écrire :
173/ b=1
172 = 1[173]
Ainsi d’apres FERMAT :
b2 = 1[173)
d’ott : a'™ =172 [173] .
b) Montrer que : a'™ (a +b) = 0[173] .
Ona:a'™ = —b1"1[173] et a'™ = 172 [173] , Donc : a'™ = —ba'™ [173] .
d’ott : a'™ (a+b) = 0[173] .
c) En déduire que 173 divise a+b.
Puisque 173 ne divise pas a donc 173 ne divise pas a'™! , et comme 173 est premier alors
173Aalt™ =1, or 173/a'™ (a + b)
‘ Alors : d’apres le théoréeme de Gauss on a : 173/ a—l—b‘
PARTIE 1T

On considere dans N* x N* ’équation suivante : (E); 23 +¢® = 173 (zy + 1) .

Soit (z;y) un élément de N* x N* solution de (E) , on pose x +y = 173k avec k € N* .
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0.25 pt 1 - Vérifier que: k(z —y)* +(k—1)ay=1.
Soient = et y et k dans N* on a :
{ z+y =173k

= (22 —zy+y?) 173k =173 (zy + 1)
>+ =173 (zy + 1)

= k- ((z—y)’+ay) = (xy+1)
= k(z—y)’=1+azy(l—k)
= k(z—y) 4+ k-1Day=1

Donc : k(z —y)? + (k—1)ay=1

0.5 pt 2 - Montrer que : k=1, puis résoudre ’équation (E) .

24 (k—Day=1

On suppose que : k # 1; d’apres la derniére question on a : k (x — y)
Donc : k(z —y)> 4+ (k—1)zy = 1(e)

Et puisque z et y et k dans N* donc k > 2 et 2y > 1 d’ou (k—1)zy > 1; ce qui implique
que : k(z—y)° <0.

c-a-d : x = y . équation (e) devienne (k — 1) zy = 1 ce qui implique que : k—1 =z =y =1

ce qui est absurde avec x + y = 173k > 173 , alors la premiére supposition est fausse et

I'inverse qui est Vraie;‘ ca-d : k=1 ‘
2
T — =1 r—y)=1 r—y)=—1
<E>:( v) N (w—y)=1_J=v)
x+y=173 r+y=173 r+y=173
2 =174 2x =172
= ou
2y =172 2y =174

xr =87 x = 86
= ou
y = 86 y =87

Inversement on a : 873+86% = (86 + 87) (872 — 87 x 86 + 862) = 173 (87 + 86%) = 173 (1 + 86 x 87)

I’ensemble des solutions de 1’équation (E) est : S = {(87;86); (86;87)} . ‘

Exercice 3 : (3.5 pts)

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O; ;) .
On considere dans le plan complexe deux points M, et M, tels que les points O; M; et M, sont
distincts deux a deux et non alignés .

Soient z; et z, les affixes respectives des points M, et M, et soit M le point dont l'affixe z verifie

221z
la relation : z = —2
21+ 29
21— 2 Z
0.5 pt 1- a) Montrer que : L x 2 =—1.
2y — Z1
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o Y— oz 2ize— 27 (2 (2 + 29) — 2225)
na: X — = =

(2 (2 + 29) —222)  *27 A1)

N RN -
Il
|
|
[—

2 —2 Z
1 ]

Donc : =—1

2o —Z2 2

0.5 pt b) En déduire que le point M appartient au cercle circonscrit au triangle OM,; M, .
. . L, z21—2 29—0
Puisque les points O et M et M; et M, ne sont pas alignés et X 0= —1eR
29— 2 2 —
donc les points O et M et M, et M, sont cocycliques .
Donc M appartient au cercle circonscrit au triangle OM; M, .
0.5 pt 2 - Montrer que si z, = z; alors M appartient a ’axe des réels .
Ona:§:2zlzz:iZ§:2z2§:2Z221:z;car: 2= A
Z1 + 29 Z1 + Zg Zo + 24 Zy + 21 ot 2, =7
Donc:z=%Z;cad:zeR.
Donc M appartient a I'axe des réels . ‘
3 - On suppose que M, est I'image de M, par la rotation de centre O et de mesure d’angle «
ol « est un réel de U'intervale |0; 7| .
0.5 pt a) Calculer z, en fonction de z; et de « .
L’écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle « est : 7 =el®. zet puisque
I'image de M, par cette rotation est M, alors :
2y = €% . 2
0.5 pt b) Montrer que le point M appartient & la médiatrice du segment [M; M,] .
Puisque z; et z, sont conjugués, alors les points M; et M, sont symétriques par rapport
a l'axe des réels; d’ou le milieu de [M; M, ] appartient a I’axe des réels .
Et comme; OM; = OM, , Alors la médiatrice du segment [M,M,] est 'axe des réels;
On déduit de la question 2—) que :
M appartient a la médiatrice du segment [M; M,] ‘
4 - Soit 6 un réel donné de l'intervalle |0; 7| . On suppose que z; et z, sont les deux solutions
de I’équation : 6 t2 — (e + 1)t + (e — 1) =0.
e —1
0.5 pt a) Sans calculer z; et z, vérifier que : 2 =2 ——— .
p ) 1 2 q B’Le +1
On a : z; et z, sont solutions de 1’équation : 6 2 — (eie +1)t+ (eie —1)=0
6i0 1 ei@ -1
Donc : z; + 2y = + etzlz2:T.
e —1
2 22 e —1
Or:z= 172 _9 ,06 =2 —
Z1 + 29 e” +1 e’ +1
6
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2 — 1l
Conclusion; z =2 —
e +1
0.5 pt b) Donner en fonction 6 , la forme trigonométrique su nombre complexe z .
0 0 0
e€2|e2-¢'2
i0 2181 —
e —1 9 L, 0
Ona.z—2ew+1—2 0 7 7 =2 0-2175@71561[}?
i— [ iz —i— 2cos—
e 2 e 2 + e 2 2
Alors : z est un imaginaire pure .
0 0
Et comme 6 € ]0; 7| , alors 3 € }O;g[ d’ou tan§ > 0 . On déduit donc que la forme
trigonométrique de z est :
0
7= [Qtanf; E] .
2°2
Exercice 4 : (7 pts)
PARTIE T
0.5 pt 1 - En appliquant le théoréme des acroissements finis & la fonction ¢ — e~! , montrer que pour
x
tout réel strictement positif z, il existe un réel 6 compris entre 0 et z tel que : e’ = [yt
—e
La fonction ¢ : t — e~! est dérivable sur R tout entieer comme étant la omposée de deux
fonctions dérivables bien définies sur R (e ® C R) .
On peut ainsi appliquer le TAF sur n’importe quel intervalle I inclus dans R . Soit x un
réel strictement positif :
¢ est continue sur [0;x] — 0 (0 ,
= 360€]0;z[: (80@) g< )> = (0)
¢ est dérivable sur |0;z[ T
= _q
= 0<9<x;<e ):—6*9
x
= 0<f<z; ( * > =ef
1l—e®
Donc 3 0 € ]0;2] : ? = i
I—eZ
0.25 pt 2 - a) En déduire que : (Ve >0);1—z>e * .
Soit x >0
Ona:0>0 = e’>1
x
= > 1
l—e®
= x>1—e®;carx>0
‘ Donc : (Vx> 0);1 —x >e ™ ‘
0.25 pt b) En déduire que : (Vz >0);z+1 > €”;
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0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

Soit x >0
Ona:f<z = e <e®

— > 1

avec: 1 —e*>0
= x<e®—1;
car : x >0

= rz+1<e”

‘Donc:(Vw>O);x—|—1>e“’.‘

x

¢) En déduire que : (Vx> 0) ;0 < In ( e

><:c;Soita:>0
e —1

Ona:0<f<z = e’ <e’<e®;car 'Exp est continue et

= Inl<lIn (1 ) < In(e*) ; car In est continue et 7 sur R,

—x

x
Donc:(Vx>O);0<ln< e ><ac.
e —1

PARTIE 11

x

- e_lsix>Oetf(O):1.

On consideére la fonction numérique f définie sur ]0; +-o00[ par : f(z) =

Et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;7; j) .

1 - a) Montrons que la fonction f est continue a droite en 0 .

x x

. ) ze ) e
ona: lim f(x) = lim ( ) = lim | ——
o0+ -0+ \e® — 1 a0+ | e —1

X

e lim e”
= lim = sl

20+ et — eO ] et — e0
lim
z—0 z—0+ \ x—0

‘ Donc : la fonction f est continue a droite en 0 . ‘

b) Montrons que 11111 (f(x) —x) = 0 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
r—r+00
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Ona: lim (fla)—2) = i (o)
n cc—%Eloo t t o m—1>I-'Poo et —1 r
. T . 1

Donc la droite (A) : y = x est une asymptote pour (C’ f) au voisinage de +oo .

2

0.25 pt 2 - a) Montrons que : (V2 >0);2 — % < —e™® +1;
( On pourra utiliser le résultat de la question 2-a) de la premiére partie ) .
Soient t>0 et x>0 .
Ona:t>0etx >0 = 1—t<e ';daprsl)—2)—a)—
= K(l—t)dt< !m(e—t)dt
J’ai le droit d’introduire l'intégrale ! “dt car ces deux quantités sont intégrables ( la
continuité est vérifiée ) . L’ordre n’a pas changé a cause de 0 < x .
2 x
et <
0
2
= $—2><—6_m+1;(1)
De méme, soient t >0 et z >0 .
= 0< ln( e 1) ; d’apres 1)2)c) .
er —
| ze”
= < en(ew - 1>
x
= 1< -2
et —1
x-er
= 1< —
er - (1—e®)
= 1< 1 ° —
—e x
On multiplie les deux cotés de cette inégalité par le nombre positif (1 —e ) , il est
positif car x > 0 .
= l1—e*)<ux
= (2): —e *+1<x; joliment
2
de (1) et (2) = Vm>0;x—%<(—e“’”+1)<m.
72
poursz,ona:a:—?:—e*z—klzxz() (o)
2
D’apres (o) On écrit finalement : V& > 0; x — % <(—e®+1)<z. (m)
2 28 x?
0.5 pt b) Endéduireque:(VmZO);?—FSe%—Fx—lg?;
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0.25 pt

0.75 pt

A-t-On le droit d’intégrer la formule (W) ?
Oui, effectivement , on a le droit de le faire car les trois quantités sont des fonctions

continues sur R . Et > 0 gardera le sens de l'ordre incghangeable .

(m) = x—%g(—e’z+1)§x.
2

N f (:p_g) <f(—e*x+1)<fxdx.

x? CL‘3t _ ¢ :1:275
> [T-5, <erre-n< 3] -

2 3 ’ t?
= — - — Ly — — 1 :;t>0.
(2 6)<e+ <(2),>

Cette inégalité reste vraie pour t =0 .
2 3 2
t
Donc finalement on écrit : (V¢ > 0); 5= <elt4+t—-1< 5

—1 - —1
3 - a) Vérifier que : (V¢ > 0); f(z) = +2x < flz) .
x x
Soit x > 0;
e’ 1
flz) -1 er —1) —  wet—e+1
x B x x(er—1)
(1-3+5)
e |1 ——+ —
_ T xe”
x(e® —1)
B ( xe”® ) (a;e””—e"’”—i—l)
et —1 x2e”
_ ( xe” ) <6x> <x—1+ex>
et —1 er x?
r—14+e"
(e
fle)—1 e*+zx—1
D (V> 0); = . .
onc : ( ) . 2 f(z)
—1 1
b) En déduire que : lirgl f(@) = — puis interpréter le résultat obtenu
z—07" x
. flx)—1 . r—14+e*
iy (F7) - () e
. r—1+e™ .
- i () < fim )
1
= —x1= 1
2 14+e™™® 1
Mais pourquoi : zli_)n(r)1+ (%) =3 ?

z— 0" = 2>0

1 - —1 1
= < —6x>§<¢>§§;car:x2>0

im (L=
o L (5
lim
z—0t 2 2

- —1 1
Donc d’apres le théoreme de gendarmes on a : lim <¥> = —
z—0* T 2
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0.75 pt

0.5 pt

4- a)

b)

Ainsi : lim ( () — 1
z—07t x 2

. (z) — f(0) 1

1 L) ==

“ z%( z—0 2

1
(€;) admet la demi-droite (A) de coefficient directeur 5 comme

1
tangente a droite en (0;1) avec: (A):y = 5@ + £(0)

Montrer que : f est dérivable en tout point de ]0; +oo[ et que :

/ e’ (e —1—ux)
Ve>0); f ()= ———5—
(Ve > 0); (o) = = T

Comme x > ze® est dérivable sur |0; +oo[ comme étant produit de deux fonctions dé-
rivables. Aussi la fonction z > e” — 1 est dérivable sur ]0; +00[ comme étant somme (
différence de deux fonctions dérivables ) et Vo > 0;e* —1#0 .

Alors f est dérivable sur ]0; +00[ comme étant quotient de deux fonctions dérivables sur
10; +o0] .

Soit x € ]0; +00] : / /
/ B re® \  (xe®) (e —1)— (" —1) we
f(l‘) - <61—1> (ew—1)2
(e + xe®) (er —1)—(e”) ze”
—1)?

e"’”(l—i—x)(e —1) — ze?®

e* —1)
_ ¢ (14+z)(e® —1) —ze®)
(o — 17
et (re” —x+ e’ —1—ze”)
er —1)?
_ ¢ (e* —1—ux)
(e~ 1)

Donc : (Vz > 0); f (z) =

En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo] .

(on pourra utiliser le résultat de la question 2-b) de la premieére partie)

(e* —1)*> > 0; toujours
Ona: e’ > 0; toujours
e” > 1+ xz; d’apres I1)2)b)
e’ (e —1—ux)

(ev —1)
C-a-d : f(z)>0; Ve >0.

Donc : >0; Ve >0.

‘C—é—d : fest / sur |0;+o00]; ainsi sur [0; +o0[ . ‘
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

PARrTIE IIT

On considere la suite numérique (u,,) _ définie par : ug >0 et u,; =In(f(u,)) pour n € N .

1 -

Montrer que pour tout entier naturel n on a : u, > 0.
Soit la propostion P(n) : u,, >0 .
Pour n =0, on a u, > 0 . Donc l'instance P(0) est vraie .

Soit n € N et on suppose que : P(n) est vraie .

P(n) est vraie = wu, >0

f(uy) > f(0); fest 7 sur ]0;+oo]

fluy) > 1

In(f(u,)) >In(1) car: Inest 7 sur ]0;+oo]

Upt1 >0

A

P(n + 1) est vraie
P(0) est vraie
Ainsi on a touvé :
P(n)=Pn+1); Vne N

Alors : d’apreés le raisonnement par récurrence Vn € N ; u, >0 .

n
Montrer que la suite (un)n2 , est stricetement décroissante et en déduirequ’elle est conver-
gente .
( On pourra utiliser le résultat de la question 2-c) de la premieére partie )
I)2)c) = 0<In(f(z))<z;Vr>0
= 0<In(f(u,)) <wu,;caru, >0
= 0<u, ; <u,;VneN

= (u,) est strictement \ ;

neN

= (un)n converge car elle est minorée par 0;

eN

Montrer que 0 est 'unique solution de I’équation : In (f(u,,)) = = puis déterminere la limite
de la suite : (u”)nzo . T est une fonction définie sur [0; +o00] .

On a : d’apres I)2)c) : Vo > 0; In(f(x)) <z .

Autrement-dit : Vo € [0; +oo[; In(f(z)) # « .

Mais In (f(0)) = In1 = 0 . Donc la seule solution de I’équation In(f(z)) = x est 0 dans
I’ensemble ]0; +oo[ U {0} = [0; +00[; C-a-d dans [0;+o0] .

Rappel : Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle I de R tel que f(I) C I .

Et soit (u,,) une suite récurrente définie par : u, ., = f(u,) , avec ug € I
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Si la suite (un)n converge vers la limite [ et [ € T .

Alors : f(I) =1.

On pose : Va € [0; +00[; p(z) =In(f(z)) .

¢ est continue sur [0; +00[ car c’est une composition de deux fonctions continues (fetIn) .
et f([0; 4o0[) = [1;+00] .

On a aussi : [0; +oo] = In ([1; +00[) = [0; +00] .

Comme (un)n est convergente vers [ alors d’apres le rappel , la limite [ vérifie p(l) =1 .

C-a-d :In(f(l)) =1l;donc:l=0= lim u

n -
n—-+oo

Exercice 5 : (3 pts)

On Considere la fonction numérique F définie sur l'intervalle I = |0; +oo[ par :

x
1
F(x) = / dt .
t__
In(2) € 1

0.5 pt 1 - a) Etudier le signe de F(z) pour tout z de I .
On a : (Vt € ]0; +o0]) ; ! >0.
et —1
Donc : (Vt € ]0;1In2[); \/etlj < 0et (Vt € ]In2;4o00[); . >0.
F(z) est positive strictement sur : ]ln2; 40|
Alors Le signe de F'(z) est comme suit : ¢ F(z) est négative strictement sur : |0;1n 2]
et F(In2)=0.
0.5 pt b) Montrer que la fonction F est dérivable sur l'intervalle I et calculer F' ' (z) pour tout x
de I .
La fonction F'est la primitive de la fonction : x 63311 sur ]0; In 2] qui s’annule en
In2 .
Donc F est dérivable sur ]0;+oo[ et on a :
Vi €]0;400] ; F'(z) = _ ;
e* —1
0.5 pt c) Montrer que la fonction F' est strictement croissante sur I'intervalle I .
On a : Vx € ]0; +00] ;F/(x)—ezl1>0 ;
‘ La fonction F est strictement croissante sur |0; 4o00] . ‘
0.25 pt 2 - a) En utilisant la technique de ch.;:cmgement de variable en posant : u = Vet — 1 , montrer
que pour tout = de I on a : etl_ 1dt = 2arctan(ve®* —1) — g .
In(2)
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0.5 pt

0.25 pt

el u? +1 2u
du=—dt = dt & dt = ———d
Y 2u 2u u2—|—1u
En posant : u = Vet —1 on aura : t—p e u=+ver —1

t=ln2<u=1

T 1 ver—1 1 9 ver—1 9
d’ou : —dt = - g = ———du
et —1 wu?+1 u?z +1
In(2) 1 1

ver—1
1

= 2 (arctan <\/eI7—1> - E)

= 2[arctan (u)]

4
= 2 arctan (m) — g
Donc : 4(2) \/etljdt = 2 arctan(Ver —1) — g .
b) Calculer Il:m_ F(z) et mBI-'Poo F(x) .
T s T
Ona: Ilgg_ F(z)= hm 2 arctan (Ve* —1) —2 = 2:TCth<OjT 5= "5
Et : IBTOOF@) = xEI-POOQ arctan (Ve* —1) — = = 373=3"

Donc : lim F(z) = —T et lim F(z)=

s
z—0t T—+00 2

3 - a) Montrer que la fonction F est une bijection de l'intervalle I dans l'intervalle J que 'on
déterminera .
F est dérivable sur ]0;+oo[ , donc F est continue sur cet intervalle et puisque F' est
strictement croissante sur |0; 4+o0] .
Alors F est une bijection de |0; 00| vers F'(]0; +o0f) .

Et on a : F(]0; +o0[) :] lim F(z); lim F(a:)[:}—z-ﬁ[ .

z—0" T—+00 2’2
Conclusion : F est une bijection de ]0; +00| vers }—g; g [ .

b) Déterminer F'~! la bijection réciproque de F .

2 arctan (\/ey — 1) _ T x

(Vy € ]0; +o0]) ; <Vw€}—g;gD : Flyy=2 < 5
= arctan(\/ey—l)—g:§+g
& Vev—1=tan (g + g)
x0T
< ¥ =1+tan? <— —)
e + tan 5 + 1
x 7
o v (547)
Y n + tan 5 + 1
o T
Donc F est une bijection de |0; +oo] vers ]—5; 5[
telle que : <Vaz € ]—g; g D : FY(x)=1In (1 + tan? <§ + g))
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— Exercice 5 : Probléeme d’analyse .............. ... ... i 3.5 points
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Exercice 1 : (3 pts)

On a deux boites U et V. La boite U contient 4 boules rouges et 4 boules bleues. La boite V' contient
deux boules rouges 4 boules bleues.

On considére I’épreuve suivante : On tire au hasard une boule de la boite U : Si elle est rouge,
on la remet dans la boite V puis on tire au hasard une boule de la boite V, si elle est bleue on la

pose de coté puis on tire une boule de la boite V.

Soient les événements suivants : Ry « La boule tirée de la boite U est rouge »
By « La boule tirée de la boite U est bleue »
Ry « La boule tirée de la boite V' est rouge »

By « La boule tirée de la boite V' est bleue »

0,5 pt 1 - Calculer la probabilité de chacun des deux événements Ry et By.
0,5 pt 2 - a) Calculer la probabilité de I’événement By sachant que ’événement Ry est réalisé.
0,5 pt b) Calculer la probabilité de I’événement By sachant que ’événement By est réalisé.
1 pt 3 - Montrer que la probabilité de I’événement By est : ;
0.5 pt 4 - En déduire la probabilité de I’événement Ry, .
Exercice 2 : ( 3.5 pts )
1 00
On rappelle que (M3(R),+, x) est un anneau unitaire d’'unité I = | 0 1 0 | et que (C,+, x)
0 01
est un corps commutatif.
r+2y 0 By
Pour chaque nombre complexe z = x + iy ou (x,y) € R? on pose : M(z) = 0 1 0
-y 0 z—2y
et on considére l'ensemble £ = {M(z) / z € C}
1 - On munit £ de la loi de composition interne * définie par :
(Vze ) (V2 eC) : M()*M(z')=M(z)+ M(z') — M(0)
1 pt Montrer que (E,*) est un groupe commuatif.
2 - On considere 'application ¢ : C* — E qui associe au nombre complexe z de C* la matrice
M(z) de E
1 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) dans (F, x)
0,5 pt b) En déduire que (E — {M(0)}, X) est un groupe commutatif.
1 pt 3 - Montrer que (E,*, x) est un corps commutatif.
Exercice 3 : (3.5 pts)
On considere dans ensemble C Déquation :  (E) : 22 — (14++v/3) (1+1i)z+4i=0
0,5 pt 1 - a) Vérifier que le discriminant de 'équation (E) est : A= [(vV3 —1) (1 — i)]2
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1 pt b) Ecrire sous forme trigonométrique les deux solutions de (F)
_>
2 - Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, U, v )
On considére les deux points A et B d’affixes respectives a = 1 +iv/3 et b = /3 +1i
1
0,75 pt a) Montrer que 'ensemble (D) des points du plan complexe dont l'affixe z vérifie z = §a2
est une droite qui passe par le point B
b) Soient M et M’ deux points d’affixes respectives z et 2’ tels que : 2’ =az —bet z #b
b? 2
0,5 pt Montrer que : =
(27 =b) (2 —b) ]Z_b‘Q
0,75 pt c) En déduire que la droite (D) est une bissectrice de ’angle (BM, BM’)
Exercice 4 : (6.5 pts)
n est un entier naturel non nul.
n
Soit f, la fonction numérique définie sur I'intervalle ]0; +-o00[ par : f,, () =In (z) — —
x
- =
et soit (C,) la courbe représentative de la fonction f,, dans un repére orthonormé (O, 1,) )
0,75 pt 1 - a) Etudier les deux branches infinies de la courbe (C,,).
0,75 pt b) Etudier les variations de la fonction f,, sur |0; +-00[ puis donner son tableau de variation.
0,5 pt c) Construire (C3)
0,5 pt 2 - Montrer que la fonction f,, est une bijection de ]0; 400 dans R
0,5 pt 3 - a) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, il existe un unique nombre
réel oy, de l'intervalle |0; 4+o00[ tel que : fy, (o) =0
0,5 pt b) Comparer f, (z) et fr+1 (z) pour tout = de ]0; 4o00|
0,5 pt c) Montrer que la suite (), est strictement croissante.
0,5 pt 4 - a) Montrer que: (Vz>0) ; In(zx) <z
0,5 pt b) Montrer que : lim a, = +0o0
n——+00
1 Qn+1
5 - Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1 on pose : I, = 7/ fn (z)dz
Op41 — Op Ja,
0,5 pt a) Montrer que : (Vn € IN*) (e, € [an;ant1]) @ In = fn(cn)
1
0,5 pt b) Montrer que : (Vn e N*) 0< [, <
On+1
0,5 pt c) Déterminer lim I,
n——+o0o
Exercice 5 : (3.5 pts)
n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction numérique g, a variable réelle = définie sur 'intervalle [n;+oo[ par :
r 1]
x) = ——dt
0,5 pt 1 - a) Montrer que la fonction g, est dérivable sur 'intervalle [n;+oo[ puis déterminer sa

. 7 . 7 -\ /
fonction dérivée premiere g,
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0,25 pt b) Montrer que la fonction g, est strictement croissante sur 'intervalle [n; +ool.
-1
0,5 pt 2 - a) Montrerque: (Vz>n) ; gn(z)>In (m 1)
(On pourra utiliser l'inégalité :(Vt > 0) ; In(1+1¢) <t)
0,25 pt b) En déduire que lim g, (z) = 400
T—400
0,25 pt 3 - a) Montrer que g, est une bijection de I'intervalle [n; 00| dans 'intervalle [0; +ool.
Un, 1
0,5 pt b) En déduire que : (vn>2) (I u, >n) / —dt=1
n In(t)
4 - On considere la suite numérique (uy),~, définie dans la question 3-b).
M Vi > 2 L gl L
0,5 pt a ontre e: > ; t= ——dt
P ) Montrer que : (Vn = 2) /u In (£) /n In (£)
0,5 pt b) En déduire que la suite (uy),,~, est strictement croissante.
0,25 pt c) Déterminer lim u,
n—-+00
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Exercice 1 : (3 pts)
0.5 pt 1 - Calculer la probabilité de chacun des deux événements Ry, et By.
card(Ry) Ci 1
p(Ry) = —— =t
card(?)  Cg 2
card(By) Ci 1
p(By) = — o= =
card(Q)  C§ 2
1 1
Donc : p(Ry) = 3 et p(By) = 3
0.5 pt 2 - a) Calculer la probabilité de I’événement By, sachant que I’événement Ry; est réalisé.
B R C, 4
p(By/Ry) = (T% -7
4
Donc : p(By/Ry) = =
0.5 pt b) Calculer la probabilité de I’événement By, sachant que I’événement By est réalisé.
B /B C; 2
p(By/By) = @ ~ 3
2
Donc : p(By/By) = 5
13
1 pt 3 - Montrer que la probabilité de 1’événement By, est o1
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p(By) = p(ByN(RyUBy))

p((By NRy) U (By NBy))

p(By NRy) + p(By NBy)

= p(By/Ry) x p(Ry) +p (By/By) x p(By)

4 1 2 1
- 73343
13
T2
13
Donc : p(By) = Bl
0.5 pt 4 - En déduire la probabilité de I’événement Ry,
_ 13 8
p(Ry) =p(By)=1-pBy)=1- 21 91

avec By, est I’événement contraire de By,

8
Donc : p(Ry) = o

Exercice 2 : (3.5 pts)

1 pt 1 - Montrer que (F,*) est un groupe commutatif.
Soit (2,2/,2") € C3
[M(2) « M(2")] % M(2") = [M(z) + M(z") = M(0)] * M(2")
= M(z)+ M(z")— M)+ M(2")— M(0)
= M(z)+[M(z) + M(2") — M(0)] — M(0)
= M(2) +[M(2') « M(2")] — M(0)
= M(2) % [M(2") * M(2")]

Donc * est associative dans E.
Soit (z,2’) € C?
M(z)«*M(z') = M(z)+ M(z")— M(0)
= M)+ M(z) — M(0)

= M(2')*M(z)
Donc * est commutatif dans F.

Soit z € B
M(z)* M(O) = M(z)+ M(0)— M(0)

= M(z)
On a * est commutatif dans E.

Donc * admet element neutre dans E
Soit z € C résoudre dans E I’équation M (z) * M (
M(z)«M((z')=M0) < M(z)+ME=)—M
& M(2')=2.M(0)— M(z)

= N
= =
([
==
o O
=
2]
<
@
¢]
=
N\
~—
[}
w0
-+
—_
—
[
Q
@]
B
B
o
@
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1 pt

0.5 pt

1 pt

* est commutatif dans E

D’ou pour tout M(z) de E admet symétrie par rapport a x*

‘Donc : (E,*) est un groupe commutatif ‘

¢ — FE
2 - On considere 'application : ¢ :
z — M(z)
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) dans (E, x)
V(z,2') € C%3(z,y,2",y) ERY )z = o + iy 2 =a +iy
p(zxz') = M(zz)

= M(zxx' —yy +i(zy +2'y))
6(2) x 6(=') = M(z) x M(2)
x+2y 0 b5y ' +2y 0 5y’
= 0 1 0 X 0 1 0
—y 0 xz—2y —y/ 0 z' —2y
xx’ +2xy + 22’y +4dyy’ —byy’ 0 —bay’ + 10yy’ + Syx’ — 10yy’

= 0 1 0
—yx’ —2yy’ — xy’ + 2yy’ 0 —byy’ + xx’ —2yx’ —2xy + dyy’
zx’ —yy + 2y’ +2'y) 0 —5(yz’ + xy’)
= 0 1 0
—(yz’ +xy’) 0 z2’ —yy —2(zy +a'y)

= Mxx' —yy +i(xy +2'y))
= Gz x7)

‘Donc ¢ est un homomorphisme de (C*, x) dans (£, x) ‘

b) En déduire que : (E — M(0), x) est un groupe commutatif.
On a ¢ est un morphisme de (C*, x) dans (E, x) et (C*, x) groupe commutatif donc
(¢(C*), x) est un groupe commutatif.

Et puisque ¢(C*) = ¢(C) — ¢(0) = E— M(0)

‘Donc (E'— M(0), x) est un groupe commutatif. ‘

3 - Montrer que (E, *, X) est un corps commutatif.
On a (E,*) est un groupe commutatif et (E — M (0), X) est un groupe commutatif.
Montrons que x est distributive par rapport a *

Soit (z,2',2") € C?
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0.5 pt

1 pt

0.75 pt

M(2) x (M(2)x M(z")) = M(z) x (M(') + M(z") — M(0))
X M(2')+ M(z) x M(2") — M(z) x M(0)
= M(z2")+ M(22") — M(0)
) x M(22")

= (M(z) x M(2")) = (M(z) x M(2"))
V(2,2 2") € C3M(2) x (M(2') % M(2")) = (M(2) x M(2')) * (M(2) x M(2")) Done x est

distributive par rapport a * dans F

‘D’ofl : (E,*, X) est un corps commutatif‘

Exercice 3 : (3 pts)

On consideére dans I’ensemble C I’équation suivante (FE) : 22 — (1 +v/3)(1 +i)z +4i =0
1 - a) Vérifier que le discriminant de 'équation (E) est : A = [(v/3 —1)(1 — )] ?
A = (1+V3)(1+1)?
= (4+42V3)2i — 16i
= (—4+2V3)2
= —2i(4—2V3)
— (VEB-1)(1—1))?
D'ou: A = [(v/3 )(1—2)]2

b) Ecrire sous forme trigonométrique les deux solutions de (E) A # 0 Donc l'equation (E)

admet deux solutions.

(I+V3)(1+4d)+(1—V3)(1—i) 2+2iV3 v ™
zZ = 5 = 5 =14+11v3= 2,§
(L+V3)(1+4)—(1—v3)(1—1i) 2V3+2i Jii ™

™ T

Les solutions de (E) sont : |2, 3 et |2, 5

2 - Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O; 4; ¥). On considére les deux
points A et B d’affixes respectives a = 1 +iv/3 et b= /3 + i

1
a) Montrer que (D) I'ensemble des points du plan complexe d’affixe z vérifiant z = 5@2 est

une droite passant par B.

Soit M(z) € (D) avec z =z +iy / (v,y) ER?* On a :
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0.5 pt

1
Z = —az
2

2z = az

22 + 2iy = (1 + iv/3)(x — iy)

¢ ¢ ¢

2r =+ yV3

¢

2y =x2V3—y
x—y\/§:0
x\/§—3y20

= x—y\/§:0
Le point B € (D)

Donc I’équation de la droite (D) est : z —yv/3 =0

b2 2

(2 =0)(z=0) |z —0f
Remarquons d’abord que si z # b alors 2’ # b, car sinon on aura : az = 2b

b) Montrer que

- 2b
2V +9)
 (1+iV3)

1
= 5(2\/3—22')
= V3—i
= b

Donc z = /3 +i = b ce qui est impossible donc 2’ # b

Et dans ces conditions on a :

v (V3+1)?
= = 14+i3=a donc b = 2a
2 2
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b2

(2 —b)(z—0b)

2a
(az —2b)(z — )
a 2

a?—2b>< z—0b

R

b2 2

Donc : =
(2 =b)(z—b) |z—b?

c) En déduire que la droite (D) est une bissectrice de 1'angle (BM , BM’ )

0.75 pt
De I'égalité précédente on déduit que si M #+ Bet M’ #+# B, On a :
b2 2 b2
= e —
(2" =b)(z=b) |z—b|? (2" =b)(z—b) ~ 7
—b —b
R
- z —b . z—b € R
o—b o—b
=02
= arg(—p) +arg(-—) = Ofax
o—b z—b
= 6”“9(/2—/\_ b) = C”“g(a)[%]
= (BM',B_O’> = (BT), BM) [27]
(BO) est la bissectrice de 'angle (BM, BM/>
Comme on a: O € (D) et B e (D)
Alors : (D) est la bissectice de 'angle <BM, BM’)
Probléme : (6.5 pts)
n
On consideére la fonction g définie sur |0;4o00[ par : f, () = In(x) — - et soit (C,,) la courbe
représentative de la fonction f,, dans un repére orthonormé (O1; 7).
0.75 pt 1 - a) Etudier les deux branches infinies de la courbe (C,,) .
n
On a: xlg(r)l+fn(a:) = whﬁn(r)l+ In(z) — =0
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0.75 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

‘Donc (C,,) admet une asymptote verticale a droite de 0 d’équation x =0 ‘

n fn(x) In(z) n
Ona: lim f,(z)= lim In(z) — —=4oo et lim = lim - =
T—+00 x—0+ x T—+oo I z—0" I x

0

‘Donc (C,,) admet une branche parabolique dirigée vers 1’axe des abscisses au voisinage +00

b) Etudier les variations de la fonction f,, sur ]0; 400 pui donner son tableau de vartiation.

1 n r+n

La fonction f,, est dérivable sur |0; +oo] et (Va €]0, +o0[); fi (x) = 54— i

On a : x et n strictement positifs.

‘Donc f,, est strictement croissante sur ]0; 4+o00[ ‘

T 0 400
f(z) +
f(@) Ly ——
c) Construire (C,)
9 |
11
—}1 1
1
_9
31

2 - Montrer que la fonction f,, est bijective de ]0;4o00[ dans R.
f,, est continue et strictement croissante sur ]0; +oo].

Donc f,, est une bijection de ]0; +oo[ vers f,, (]0; +00[).

£ 10; +o0]) =] lim £, (2), T _f,(x)[=R

T—+00

‘D’oﬁ f,, est une bijection de |0; +oo] vers R ‘

3 - a) Montrer que : (Vn € IN*); 3o, €]0; +00]; f,,(,,) = 0.

n

f,, est une bijection de ]0; 4+o00[ dans R et 0 € R donc 0 admet unique antécédent «,, de

J0; +o0[ par f,.

(¥n € N*); 3o, €]0;+00]; f(a,) =0
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0.5 pt b) Comparer f,(z) et f,,;(z) pour tout = de ]0; +o0].
n+1 n 1
(V2 €10; +00]) foa (2) — fo(a) = () — ———In(a) +— = —
Donc : (Vz €]0; +00]) ; fr1(z) < f,(x)
0.5 pt c) Montrer que la suite (a,,),~; est strictement croissante.

(Vn € N*), o, €]0; 400[

fn(an+1> > fn+1 (an+1> Q3 - b)

Ona: f, (0, 1) = fn(a,) =0 et f, strictement croissante sur |0; +o0]

fn(an+1> > fn+1(an+1> = fn(an+1) > fn(an) = Qnt1 > Qp,

D’ou : la suite («,,),~; est strictement croissante.

0.5 pt 4 - a) Montrer que : (Vz €]0; +00]);z > Inz.

On pose p(z) =z —Inzx

z 0 1 ~+00
¢’ () - 0 +
SO(ZL‘) +00 —_ 1 . +00

(¥ €]0; +o0])i () = p(1) et (1) = 1

D’ou : (Vz €]0;+00]); p(z) > 1

‘Donc : (Va €]0; +o0[); 2 > lnx‘

0.5 pt b) Montrer que : liI_I‘_1 o, = 400
n—+oo
Soit n € IN*
n
fn(an> =0= h’l(Oén) =
an

(Vn e N*); o, > 0= In(ey,,) <

n

n
donc (Vn € N*); o, > —

dou: (Vne IN*); e, > v/

lim /n = 4o Donc : lim «, = +o00
n—+oo n—+00
1 «
5 - Soit In = m&;ﬂrl fn(.’IJ>dfC (Vn S ]N*)
0.5 pt a) Montrer que : (Vn € IN*)(3¢, € [a,; 1)) = I, = fo(c,)

Utilisation du théoréme de la médiane :
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[f,, est continue sur [a,, o, ;] CJ0; +00[

On a:
(Vn e IN*); o, < 04
de, € |, a,
Alors : [ H]
faan+1 fn(x)dl‘ = (an+1 - an)fn<cn)
1 «
E|Cn € [an’an+1]; 7] i fn(l’)d.fﬂ = fn(cn)

Qi1 — Qp Y

Donc : (VTL € ]N*)(Elcn € [an;an+1]) : In = fn(cn)

1
0.5 pt b) Montrer que : (Vn € N*);0 < I, <
Qi1
(Vn € IN¥)
ay < Cp, < Q1 = fn(an) < fn(cn) < fn(an+1)car :fncroissante
n
= 0<1I, <In(oy,,;)
Q1
n 1 1
= 0<I,<In(a,) — +
" " Api1 Apgr g
1
= 0< In < fn+1(an+1) + fn+1(an+1) =0
n+1
1
= 0<I,<
an+1
1
Donc : (Vn e N*);0< I, <
Apt1
0.5 pt c) Déterminer lim I,
n—-+0oo
1
i = i = < <
On a ngrfooan ngrfooanﬂ +o0 et 0<I, < -
Donc: lim I, =0
n—+o00
Exercice 5 : (3.5 pts)
" 1
On considére la fonction numérique g,, définie sur [n; +oo[ par : g, (z) = j;l ﬁdt
n
0.5 pt 1 - a) Montrer que : g,, est dérivable sur [n; +oo[ puis déterminer sa dérivée premiere g,
1
x - —— est continue sur [n; +o0o[
Inz
1
T admet des primitives sur [n; 4+oo[. En particulier g, (z)
nx
1
I (x) = — Vo >n
Gilo)=r—  (Vazn)
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2016

0.25 pt

0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

1

Donc : g,, est dérivable sur [n;+oo[ et (Vo >n) : g, (z) = s
nx

b) Montrer que : g,, est strictement croissante sur [n; +0o0]

1

Ona: (Vz>n): g, (z)= m>0

‘D’oﬁ : g, est strictement croissante sur [n; +oo[ ‘

z—1
n—1
Ona: (Vze[0,+o0]) :In(l+2z) <z

2 - a) Montrer que : (Vo >n);g,(z) > In(

)

On pose x + 1 =t alors (Vt € [1,4o00[) : In(t) <t —1
Soit t de [n, 00|
t>n = t>1
= In(t)<t—1
1 1

>
Int — t—1

1
= f Edt fn—dt

= gp(x) > [In(t —1)]"

r—1

= g, (x) > In(

)

n—1

r—1

(Vo >n);g,(z) > In( )

n—1

b) En déduire que : lim g,(z) = o0

T—+00

r—1 r—1
: li = : >
On a rggloo ln(n — 1) +00 et (Ve >n);g,(z) > ln(n —

)

Donc : lim g,(z) =400

r—>+00

3 - a) Montrer que g,, est une bijection de [n;+oo[ dans [0; 4o00[
g,, est dérivable sur [n;+oo[ d’apres 1 — a) alors g,, est continue sur [n; +o00|
g,, est strictement croissante sur [n; +oo]

Donc g,, est une bijection de [n; +oo[ dans g, ([n; +00[)

9n([n; +00[) = [g,(n); Tim g, (z)[= [0; 400

T—+00

‘D’oﬁ : g,, est une bijection de [n; +oo[ dans [0; +oo[‘

1
b) En déduire que : (Vn >2) (Jlu, >n): [ l—tdt =1
n In

gy, ¢ [n; +oo[ [0; +-00[ est une bijection
< (Vy € [0; +00[)(Blz € [n; +00[); 9, (z) =y
(pour y = 1)(3u, € [n; +00[); g, (z) =1
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.1
Donc : (Vn>2)(3lu, >n): [ " ﬁdt =1
n In
4 - On considere la suite numérique (u,,) _, définie dans @3 —b
1 g 1
0.5 pt Mont D (Yn>2): [ —dt = " —dt
p a) Montrer que : (Vn > 2) j;n 7 fn T
1 1 g 1 1
Un1 —dt = dt n 7dt Unt1 —dt
fun Int fnl t +f nt +fn+1 Int
n+1 1
= —1+[ a1
1
fn+1 —dt
n  Int
1 g 1
D s (Vn>2): [ —dt = [T —dt
onc: (Yn 2 2) fun Int fn Int
0.5 pt b) En déduire que la suite (un)n> , est strictement croissante.
(V1 > 2) g, (U 1) — gplu,) = [ et~ I e
1 1
= anp— T | — 7}
fn Int + fun Int
1
— f n+1
Uy, lnt
_ fTL+1 1
n lnt
1
Yt>n ona: —>0
Int
ol
D [T —dt >0
onc fn e
D’ou : (\V/’fl > 2) gn(un+1) - gn(un) >0
g,, est strictement croissante sur [n; +oo]
Alors : La suite (un)n22 est strictement croissante.
0.25 pt c) Déterminer lim u,
n—+0o
Ona: (Vn>2);u, >n et hlf n = —+o0o
n—-+0oo
Donc : lim u, = 400
n—+o0o
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MATHEMATIQUES

Série : SCIENCES MATHEMATIQUE A et B

DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 4 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ................. ... ... 3.5 points
— Exercice 2 : Nombres complexes ............. ..., 3.5 points
— Exercice 3: Arithmétiques .......... .. .. .. .. . . 3 points

— Exercice 4 : Probléeme d’analyse ................... ... . ... 10 points




Examen du Baccalauréat session rattrapage 2017

Exercice 1 : ( 3.5 pts )

On rappelle que (M3(R), +, X) est un anneau unitaire dont le zéro est la matrice nulle

0 0O 1 00
O =10 0 0] et dont I'unité est la matrice I = |0 1 0| et que (C,+, X) est un corps
0 00 0 0 1
commutatif.
1 0 0 a b -b
Onpose A= |1 1 0] et pour tout couple (a,b) de R*, M(a,b) = [0 0 o0
1 11 b —a

On considére l'ensemble : E = {M(a, b)/(a,b) € IR2}.

0,5 pt 1 - Montrer que E est un sous groupe de (Msz(R),+)
2 - On définit sur M3(R) la loi de composition interne T par :
(V(asb,e,d) € RY)  M(a,b)TM(c,d) = M(a,b) x A x M(c,d)
0,5 pt Vérifier que E est une partie stable de (M3(R),T).
3 - On considere I'application ¢ de C* vers E qui & tout nombre complexe non nul a + b
(o (a,b) € R?) faite correspondre la matrice M (a, b) de E.
0,75 pt a) Vérifier que ¢ est un homomorphisme de (C*, X) vers (E,T) et que ¢(C*) = E* ou
E* = E — M(0,0).
0,75 pt b) On déduire que (E*, T est un groupe commutatif dont on déterminera 1’élément neutre
J.
0,5 pt 4 - a) Montrer que la loi T est distributive par rapport a la loi + dans E.
0,5 pt b) On déduire que (E,+,T) est un corps commutatif .
Exercice 2 : (3.5 pts)
Soit m un complexe non nul.
Premieére partie :
On considere dans C I'équation, (FE) : 222 — 2(m+1+4+1)z+ m? + 14+im+i=0
0,5 pt 1 - Vérifier que le discriminant Péquation de (E) est : A = (2im)?.
0,5 pt 2 - Résoudre dans C I'équation (E).
Deuxiéme partie :
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé directe (O, e_l), e_2>)
. 1412 1—12 .
On suppose que m € C — {0,1,4} et on pose : 21 = 2 (m+1) et z2= 5 (m +1)
On considere les points : A , B, M , My et My d’affixes respectives 1, i, m, z1 et za.
0,25 pt 1- a) Vérifier que: 23 =iz0+1
141
0,5 pt b) Montrer que M7 est I'image de My par la rotation de centre © d’affixe w = —; et
d’angle —
angle —
& 2
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. Za—m m—1
0,5 pt 2 - a) Vérifier que : =1 -
z1—m m—1
0,5 pt b) Montrer que si les points M , My et Ma sont alignés , alors le point M appartient
au cercle (I') dont I'un des diameétres est le segment [AB].
0,75 pt c) Déterminer I'ensemble des points M tels que les points Q , M | M; et My sont
zZ1 —w
cocycliques. ( remarquer que : ! =1)
zZo2 — W
Exercice 3 : (3 pts)
On admet que le nombre 2017 est premier et que 2016 = 2°327
Soit p un nombre premier supérieur ou égale a 5
1 - Soit le couple (x,y) € N* x IN* tel que : px + yP~1 = 2017
0,25 pt a) Vérifier que : p < 2017 .
0,5 pt b) Montrer que p ne divise pas y
0,75 pt c) Montrer que : yP~!' =1 [P] puis en déduire que p divise 2016
0,5 pt d) Montrer que: p=7
2 - Déterminer ,suivant les valeurs de p, les couples (x,y) de IN* x IN* vérifiant : px +yP~! =
1 pt 2017.
Exercice 4 : (10 pts)
Premiére partie :
On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0; +o00[ par :
1
1 o
FO)=0 et (voelotool; f(@)=(1+ )e @
7’ . N 7’ % %
et soit (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, T, ) )
(on prendsa |7 = ||| = 2em)
0,25 pt 1 - a) Montrer que la fonction f est continue & droite au point 0
0,5 pt b) Montrer que la fonction f est dérivable a droite au point 0
0,5 pt c) Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ puis calculer £ (z) pour tout z
dans l'intervalle ]0; 400
0,5 pt 2 - a) Calculer lir_{l f(x) , puis interpréter graphiquement le résultat obtenu .
r—r1+00
0,25 pt b) Dresser le tableau de variation de la fonction f
0,75 pt 3 - a) Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion I qu’on déterminera .
0,5 pt b) Tracer la courbe (C) (On prend f(1) ~ 0,7 et 4¢3 ~ 0,2 ).
Deuxiéme partie :
1
Soit la fonction F' définie sur [0; oo par : F(x) = / f)dt
T
0,25 pt 1 - Montrer que la fonction F' est continue sur [0; +o0].
0,5 pt 2 - a) En utilisant une intégration par parties , montrer que :
1 1 1
1 —— _— 11 ——
(Vx € ]05 +o0]) / e tdt =e ' — xe IB—/ —e tdt
x z t
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0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

1
1 1 -=
b) Déterminer : / (1 + ;)e t dt pour tout x de l'intervalle |05 +o0|.
X

1
c) Montrer que : / f(x)de = e .
0
3 - a) Calculer en em? l'aire du domaine délimité par la courbe (C) et les droites d’équations
respectives , ¢ =0, =2ety =20
4 - Soit la suite (upn)n>o définit par : u, = F(n) — F(n + 2).

a) En utilisant le théoréeme des accroissements finis , montrer que pour tout entier naturel

n il existe un nombre réel v,, appartenant a l'intervalle |n;n + 2[ tel que :

1
un=2(1—|—)e Un
Un
1 1
1 JEp— —
b) Montrer que : (Vn € IN*); 2<1+)6 néun<2<1+ )e n+ 2
n n+ 2

c) Déduire lim wu,
n—-+oo

Troisiéme partie :

1 - a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n , il existe un nombre réel strictement
1

positif unique a,, tel que :  f(a,) = e M .

b) Montrer que la suite (ayn)n>1 est croissante.

- * 1 1 1
c) Vérifier que: (Vn € N*); —— +In <1+> = —_
a

n an n
2 - a) Montrer que : (Vt € [0;+00[); 1 —t< 71—|—t <1—t+t2
22 z?2 23
b) Montrer que : (Va € [0; +00]); - <—z+In(l+2x) < -5 + 5

3 - Soit m un entier naturel supérieur ou égale a 4.

a) Vérifier que: a4 > 1, en déduire que : a, > 1 (On admet que et >2).

2 2d?

b) Montrer que : 1 — 30 < —2 <1 (On pourra utiliser les questions 1 —cet 2 — b
an n
de la partie 3).

n
c) Montrer que: 4/— < ap (On pourra utiliser les questions 3—a et 3—b de la partie 3 ).

En déduire lim a,.
n—-+4oo

2
d) Déterminer lim an/—
n—-4-o0o n

FIN
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Exercice 1 : (3 pts)

L’espace est rapporté a un repere orthonormé direct (O, ? , 7, F) On consideére le plan (P) passant
par le point A(0,1,1) et dont % (2;0;2) est un vecteur normal et la sphere () de centre 2(0;1; —1)
et de rayon v/2.

1- a) Montrons que z — z+ 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (P)
On 1 (2;0;2) est un vecteur normal sur le plan (P) alors :
2xXxx+0xy+2x24+d=0&2x+224+d=0
et comme A(0,1,1) € (P),donc:2x0+2x14+d=0
alors : d = —2
donc (P):2x+22—2=0
D’ou :‘ (P) !CL‘—FZ—l:O‘

b) e Montrons que le plan (P) est tangent a la sphere (.5)
On a:

|z + 29 — 1
12402 4 (—1)
- 0—1—1]

V2

|

2

1(6:(P) =
v

[\

GRS

‘Donc le plan (P) est tangent a la sphere (5) ‘
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0.25 pt

0.75 pt

0.75 pt

e Vérifions que le point B appartient a la sphere (S) :

OB =/(zp—20)* + (yg — ¥0)? + (25 — 20)?
_\/ —1-0%+ 1 -1+ (0—(-1))?

= =12 40 + (1)

1+1
~ V5
=R

Donc Q2B = R, alors B € (5)
etona:—14+0+1=0, donc B(—1;1;0) € (P)

‘D’oﬁ B est le point de contact ‘

2 - a) Déterminons une représentation paramétrique de la droite (A) passant par le point
A (0;1;—1) et orthogonal au plan (P).

Comme % (2;0;2) est normal sur (P), alors est un vecteur directeur de la droite (A).

r=0+2t
Alors la représentation paramétrique est :q y=1+0xt
z=—1472¢
T =2t
Dou (A):< y=1 /(t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A)
z— —1 - 2¢

b) Montrons que la droite A est tangent a la sphere (5).

On sait que : d (92;(A)) = % et ona: AQ (0;0;—2) et u (2;0;—2)

alors : AQ Au =

i j ok
alors : AQ Au = 00 —2
2 0 —2
0_2? 0—2ﬁ OOH
= 1 — J + k
0 —2 2 =2 20

= (0% (=2)— (=2) x 0)i — (0% (=2)—(=2)x2)j +(0x0—0x2)k
=0xi —4j +0xk
=45

donc : [A0 A = | = 4]] = \/(—4)* = 4 et que [i] = /22 +02 + (-2)* =23

alors : d (2; (A)) = % —V2=R
‘D’Ofl la droite (A) est tangente a la sphere (S) ‘

3 - Montrons que : OC ANOB = 2%k -
Ona:OC (1;1;0) et OB (—1;1—0)
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1.5 pt

0,5 pt

1 pt

alors :
i ik
OC NAOB =1 1 0
-1 1 0
1 o- |1 o~ |1 1/-
= i — Jj+ k
1 0 -1 0 -1 1

—

—(1x0—0x1)i —(I1x0—0x1)j +(1x1—1x(=1))k
=0xi —0xj +2k
=2k

D'ou:|OC AOB =2k |.
Déduisons l'aire du triangle OBC :
On sait que : S = %HOC NOB H

Donc : S:%x 22 = lu.a

Exercice 2 : (3 pts)

Une urne contient 8 boules portant les nombres 0;0;2;2;2;2;1;4( les boules sont indiscernables a
toucher). On tire au hasard, simultanément trois boules de I'urne.

Donc on a : card(Q) = C3 = i, = 8726 — 56

1 - L’événement A : "Parmi les trois boules tirées, aucun ne porte le nombre 0”

L’événement B : "Le produit des nombres portés par les trois boules tirées est égale a 8”

Montrons que : p(A) = % et p(B) = %

. card(A
On sait que : p(A) = carjgﬂg

On a: card(A) = C3 = 3% = 4§i§6 =20

et:card(B) =Cf +0i xCixCl=th + 1 x +75 x1=4+4=38

donc : p(A):%:% et p(B):%:%

2 - Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le produit des nombres portés par les
trois boules tirées.
a) Montrons que p(X = 16) = 3
_ G3xCi

Ona:p(X =16) = “
Donc : p(X = 16) = 2

b) e Calculons P(X =0)
On sait que : Card(X =0)=Ci x C2+C2x Ct =2x15+1x6 =236
card(X =0) 36 18
card() 56 28

Donc : P(X =0) =
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e Calculons P(X =4)

On sait que :Card(X =4)=CixC} =1x6=6

card(X =4) 6 3
Donc: P(X =4) = 02 =2 _ 2 _ 2
one : P( )= —eard©@) 56 28

e Calculons P(X = 0)

On sait que :Card(X =8)=C3 +Ci xC{ +C{ xCi +C]l =4+4 =238

card( X =8) 8 1
Donc: P(X =8) = X84 =% _ ° _ 2
one : P( 8) card(2) 5 7

X=z, |[0|1]2]3

_ 18 | 3 |1
P(X=w;) | 25 | 55 | 7 | 38

D’ou :

Exercice 3 : (3 pts)

On considere les nombres complexes a et b tels que : a = V3+ietb=+v3—1+ (\/§ + 1) 7

0,25 pt 1 - a) Vérifions que : b= (1+1)a.
Ona:

(1+i)a=(1+1) (V3+1)
=V3+i+iV3+i?
=V3+i+iV3—1
=V3—1+(V3+1)i
=b

‘Donc : b:(1+i)a‘
0.5 pt b) Déduisons que [b| = 2v/2 et que : argh = 3Z[27]
Ona:
[b] = [(1 + 1) al

= (L +1)[|al

- (Viz+12) ( (V3)" + 12>

=V2x V4

=2V2
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Session
eton a:
argb =arg ((1+1)a)
—arg (1+ 1) +arg (a)
et comme :

donc : arg (1+1) = 2[27@
On a:
a= \/g—i—i
o (Fed)
SMERNE)
donc : arg (a) = —[27]

3 >3

D’ou : argh = (Z + g) [27] = 5—7T[27T]

c) Ona:

b=+v3—1+(V3+1)i
2\/5 \/g—l \/§—|—1,>

2V/2 * 2v/2 !
oy (V62 J€+\/§i)

2 X2 2x2

:2\/5 \/64\/§+\/EZ\/§Z>

D (57r) V6 — /2 ¢ <57T) V6 +/2
11 . —_— = —— 1n —_— = ———-:
onc : Cos 12 4 et S 12 4

2 - Le plan complexe rapporté a un repeére orthonormé direct (O, 17, 17) ,on considere les points

A et B d’affixes respectives a et b et le point C' d’affixe ¢ tel que : ¢ = —1 +iv/3
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0.5 pt

0.5 pt

0.25 pt

a) Vérifions que : ¢ = ia puis en déduire que OA = OC et que (O_A, @) = g[QTF]
On a :
c=—1+iV3
=i2+iV3
=i(i+V3)
=1a
On a
T
c=1ia= i= ,2]
c” 0 1 T
~ Za— 20 =1 72]
Donc : OA = OC et (@i, m) = g[27r]

b) Montrons que le point B est I'image du point A par la translation de vecteur OC :
il suffit de montrer que AB = OC c-a-d : Zp— 24 =Zc— 20 = 2C

On a:

2p—2a=b—a
=V3—1+(V3+1)i—(V3+i)
=V3—1+iV3+i—V3—i
=—1+iV3

=C

Dou: B = t@ (A)

c) En déduire que le quadrilatere OABC' est un carré :
Ona: B =t5:(A) = AB=0C et on a: OA = OC et que : (OT{@) = g[QTF]

‘Donc : OABC est un quadrilatere.

Probléme : (8 pts)
PARTIE T

1 - Vérifions que : g(1) = 0.
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Ona:g(l)=1241—-2+2In(1)=2-2=0, 1)=0.

1 pt 2 - A partir du tableau de variations de la fonction g.
— Montrons que g(x) < 0 pour tout x de |0, 1].
D’apres le tableau de variation g est croissante sur |0, +00], en particulier sur ]0, 1]. Donc :
r <1 = g(x) <g(l) (Car g est croissante sur |0, 1])
= g(z) <0 (Carg(1l)=0)
Donc : g(z) < 0 pour tout = de 0, 1].
— Montrons que g(z) > 0 pour tout x de [1, +o0].
D’apres le tableau de variation g est croissante sur |0, +oc], en particulier sur [1,+ool.
Donc :
1<z = g(1) <g(x) (Car g est croissante sur |0, +00])
= 0<g(z) (Carg(l)=0)
‘ Donc : g(z) > 0 pour tout = de [1, +o0]. ‘
PARTIE 1T
0.5 pt 1 - Montrons que : lir% f(z) = 400 et interprétons géométriquement le résultat.
T—
x>0
— Montrons que : lim f(x) = 4o0.
z—0
>0
. 2 . 2 .
On a : lim (1 — —) =—00 |car lim — = —oc0 | et limlnz = —o0
x—0 xT z—0 T x—0
>0 >0 >0
2
Donc : lim z + (1 — —) Inz = +o0
z—0 X
x>0
D’ou : lim f(z) = +o0.
z—0
x>0
— Interprétons géométriquement
Puisque lim f(z) = 400, donc la courbe (€) admet une asymptote verticale d’équation
720
z=0.
‘ D’ot : la courbe (€) admet une asymptote verticale d’équation x = 0.
0.25 pt - a) Montrons que : h§1 f(z)
T—+00
Ona: lim 1—7 (car hsz)et lim Inx =400
m%JrOC T—+00 I T—+00
Donc: lim z+ <1—7> nr
T—+00 €T
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D’ou : z]_l}gloo f(z) = +o0.
b) Montrons que la courbe (€) admet au voisinage de +o0o une branche parabolique de
0.75 pt direction asymptotique celle de la droite (D) d’équation y = x.
— Ona: lim f(z)=+oc.
r—+00
— Calculons | lim @
T—+oco I
0 g :n—i—(l—%)ln:r_ y 1+<1 2)lnx_
ma lim S = L (1 D) T =
2 1
Car lim (1——) —Tet lim —2% =0
T—+00 X r—+00 I
— Calculons :cggloo flx)—=z
Ona: lim f(z)—z= li (1 2)1 = 1 (1 2)1 =[0]
na'm%lgloo v —$—m$Ifm$+ _qj n$—$—x$1glm _x nr=
‘ Donc la courbe (€) admet au voisinage de +o00 une branche parabolique de direction asymptotiqu
1 pt 3 - a) Montrons que : f'(z) = % pour tout z de ]0, +o0l.
On a f dérivable sur |0, +o0[ car f est une somme et produit de fonctions dérivables sur
10, +oc[, et on a :
2 /7
fl(x) = (:1: + (1 — 7> 11193)
x
2\’ 2
=1+ (1 — 7) Inx + (1 = —) (Inz)’
x x
2 2 1
=1+ —5hz+ (1—7> X —
x x x
2 1 2
22 +2lnx +x—2
> +2—24+2nx
_ y(=)
=5
Donc : f'(z) = @ pour tout = de ]0, +o0l.
x
0.75 pt b) Montrons que f est décroissante sur l'intervalle ]0, 1] et croissante sur I'intervalle [1, +o00].

g(z)

xr2

Etudions le signe de f’(z) = c’est-a-dire étudions le signe de g(z).
D’apres ce qui précede :
— g(x) < 0 pour tout = de ]0,1], donc f'(x) < 0 pour tout x de ]0,1], d’ou f est

décroissante sur |0, 1].

— g(z) > 0 pour tout z de [1, +oo[, donc f’(x)gleq0 pour tout = de [1, +o0].
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0.5 pt
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‘ D’ou f est croissante sur [1, +oc]. ‘

c) Le tableau de variations de la fonction f sur Uintervalle ]0, +oo.

z 0 1 +0o0
f(x) — 0 +
400 400
f \m) 1 _—

4 - a) Résoudrons dans l'intervalle ]0, +-o00[ P'équation : (1 — 2)Inz = 0.

On a:

(1—2>lnx:0 <= 1—2:0 ou Inz=0
T T

2
<~ —=1 ou zz=1
T

< x=2¢€]0,+00][ ou z=1¢€|0,+00]

Donc I'équation : (1 — 2)Inz = 0 admet deux solutions dans ]0,+oco[ et sont : =1 et z = 2.

b) En déduirons que la courbe (€) coupe la droite (D) en deux points dont on déterminera

les coordonnées.

Soit x €]0, 400, on a :

2
<~ :r—i—(l——)lna::x
T

<~ (1—2)1113::()

x

<~ =2 ou z=1

Donc pour x =1l,onay=xz=1,et pour z =2, onay=2 (car f(z) =y = x).

‘ D’ot la courbe (€) coupe la droite (D) en deux points des coordonnées (1,1) et (2, 2). ‘

c) Montrons que f(xz) < x pour tout x appartenant a lintervalle [1,2] et en déduire la

position relative de la courbe (€) et la droite (D) sur I'intervalle [1,2].

MTM-Group (MathsForBac) 9/12 Option SM A & B




Session : NORMAL 2017

1 pt
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Soit = €]0,4o00[, on a :

f(m)—x::v—&—(l—i)lnm—x
= <1i>ln:p
= <$;2>ln$

=(zr—2)lnx

On sait que Inz > 0 et que x —2 < 0 sur [1,2] , donc (x —2)Inz <0

‘ D’ou f(z) < z pour tout z de [1,2]. ‘

La position relative de la courbe (€) et la droite (D) sur U'intervalle [1,2] est :

— ‘la courbe (€) coupe la droite (D) en deux points (1, 1) et (2,2).‘

— ‘la courbe (€) est strictement en dessous la droite (D) sur 'intervalle [1,2]. ‘

5 - Construisons dans le méme repére (O;17; ), la droite (D) et la courbe (€) (on admettra que

la courbe (€) possede un seul point d’inflexion dont 1’abscisse est comprise entre 2,4 et 2, 5).

A

\

2
1
6 - a) Montrons que : / DY gy =
1

1
—(In2)2.
x 2(n)

T T T 2

2 2 2712 2 2
/ ln—xdx :/ 1lnazdac = [(lnx) } = (n2) - (nl) = 1(1112)2.
1 1 1 1 2

b) Montrons que la fonction H : z + 2lnx — x est une fonction primitive de la fonction
2
h:x+ — — 1 sur l'intervalle |0, +o0].
x

— H est dérivable sur l'intervalle |0, +o0]

2
— Pour tout x de |0, +oo[ H'(z) = 2Inx —z)" = o 1 =h(x)
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0.5 pt

‘ Donc H est une fonction primitive de la fonction h sur Uintervalle ]0, 4+o00]. ‘

2
2
c) Montrons a l'aide d’une intégration par parties, que : / (5 — 1) Inzdr = (1 —1n2)%
1

u(z) =Inz o (x) =+
On pose : donc

2 9 , 2 1
/ (——1) ln:zd:v:[(anx—:z:)lnx]l—/ 2lnz —2x) x —dz
1 A T

Inx

2
=(2In(2)—2)In2—(2In(1) —1)In1 —/ (27 —1)dzx
= (2In(2) —2) 1112—( lnxd:c—/ dm)

=2(In(2))? —2In2 —2 x 5(1n 2)2 + [z]?
=2(In(2))?2 —2In2— (In2)2 +2 -1
= (In(2))? —2In2+1

= (Inx —1)2

2
2
Donc : / (7 — 1) Inzdr = (1 —In2)2.
x

1

d) Calculons en cm?, I'aire du domaine plan limité par la courbe (€), la droite (D) et les

droites d’équations x = 1 et z = 2. On la note par A, donc :

:(1 @ —:B!da?>||||><|!ﬂ|
[ o f@an) 1< 11 G o) < s 1.2)

(
(/12 (e (24 (1-2) ma)) dx>1><10m2
(/1:( (1-2)ne) o) e

([ (2r)mess) o

= (Inx —1)2cm?.
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PARTIE IIT

On considére la suite numérique (u,,) définie par : uy = /3 et u,,, = f(u,) pour tout entier
naturel n.

1 - Montrons par récurrence que : 1 < u,, <2 pour tout entier naturel n.

— Initialisation : Pour n =0, ona:1<u, = V3 <2

Donc la propriété est vraie pour n = 0. ‘

— Hérédité : Soit n € N. Supposons que 1 < u,, < 2, et montrons que 1 <u, ; <2.0Ona:

1<u, <2 = f(1) < f(u,) < f(2) (car fest croissante sur [1,2])

Donc la propriété est vraie pour n + 1

— | Conclusion : Dot 1 < u,, < 2 pour tout entier naturel n. ‘

2 - Montrons que la suite (u,,) est décroissante (on pourra utiliser le résultat de la question ).
On a d’apres le question II.4.con a : (Vx € [1,2]) f(z) <=z
etona: (VneN)1<u, <2 cest-a-dire (Vn € N) u,, € [1,2]
Donc (Vn € N) f(u,,) <u

n

Donc (Vn € N) u,.; <u

n

‘ D’ou la suite (u,,) est décroissante. ‘

3 - En déduirons que la suite (u,,) est convergente et déterminons sa limite.
On a (u,,) décroissante et minorée par 1, donc (u,,) est convergente.

Déterminons sa limite £. On a :

— [ est continue sur [1, 2]

— f(1,2) c1,2]

— ug € [1,2]

— (u,,) est convergente

) vérifions f(¢) = ¢

Donc la limite ¢ de la suite (u,,

Donc £ = 1 ou £ = 2, puisque (u,,) décroissante donc limu,, < uy = /3
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DUREE DE L’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v' L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte j exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ............ ... ... i 4.5 points
— Exercice 2 : Calcul des probabilités ............... ... ... . ... 3 points
— Exercice 3: Nombres complexes ......... ... ... i 2.5 points

— Exercice 4 : Probleme d’analyse ............ ... . i 10 points




Examen du Baccalauréat Session de Rattrappage 2017

Exercice 1 : (4.5 pts)

On rappelle que (C, 4+, x) est un corps commutatif, que (M2(RR), +, X) est un espace vectoriel réel

et que (M3(R), 4+, xX) est un anneau unitaire, non commutatif et non integre .

1 0 0 -3 r —3y 9
On pose : I = , J = et M(z,y) = pour tout (x,y) € R* et
01 1 0 Yy T

E = {M(z,y)/(z,y) € R*}.

0.75 pt 1 - Montrer que F est un sous espace vectoriel de (M2(R), +, x) de dimension 2.
0.5 pt 2 - a) Montrer que E est stable dans (My(R), x).
0.75 pt b) Montrer que : (E,+, x) est un anneau unitaire et commutatif.
3 - Onpose E*=FE\{M(0,0)} et on considére application ¢ de C* vers E* définie par :
V(z,y) €R?  lz+iy) =M (x, %)
0.75 pt a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, x).
0.5 pt b) En déduire que (E*, X) est un groupe commutatif.
c) Montrer que J?17 = ¢ (31008 1\/§> , puis déterminer I'inverse de la matrice J?°'7 dans
0.75 pt (E*, X).
0.5 pt 4 - Montrer que (E,+, X) est un corps commutatif.
Exercice 2 : (3 pts)
Un sac contient 2n boules (n € IN*), dont n sont blanches et n sont noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Un jeu consiste a tirer une boule du sac a noter sa couleur et a la remettre dans le sac, puis a tirer
du méme sac une nouvelle boulle et a noter aussi sa couleur.
La regle du jeu indique que :
e Si les deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points.
e Si les deux boules tirées sont noires,on perd 20 points.
e Si les deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul.
1 - Calculer la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20 points et la probabilité
0.75 pt de réaliser un gain nul.
2 - On répete 5 fois le jeu précédent.
0.5 pt a) Calculer la probabilité de gagner 100 points.
1 pt b) Calculer la probabilité de gagner 40 points.
3 - Au cours d’un jeu , on considere la variable X qui prend uniquement les valeurs —20 si on
perd, O si le gain est nul et +20 si on gagne.
0.5 pt a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoireX.
0.25 pt b) Calculer 'espérance mathématique de la variable aléatoire X.
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Exercice 3 : ( 2.5 pts )

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O, €1, €3).

Soient M le point d’affixe le nombre complexe non nul z et M’ le point d’affixe 2/ = % (z + %)

0.5 pt 1 - Déterminer le nombre complexe z pour que les deux points M et M’ soient confondus.
2 - On suppose que M est distinct des points A et B d’affixes respectifs 1 et —1.
, 2
0.5 pt Montrer que : i,—ﬂ = (%)
3 - Soit (A) la médiatrice du segment [AB].
0.75 pt Montrer que : si M appartient & (A) alors M’ appartient & (A).
4 - Soit (T') le cercle dont un diametre est [AB].
0.75 pt Montrer que si M appartient & (') alors M’ appartient & la droite (AB)
Exercice 4 : (10 pts)
Partie A :
fla) =22 € J0; oo
Soit f la fonction numérique définie sur I = [0; 00| par :
f(0)=1
0.5 pt 1 - Montrer que f est continue sur I'intervalle I.
0.5 pt 2 - a) Soit x dans I. Montrer que V¢ € [0; z]; 1+1I2 < lth <1
0.5 pt b) Montrer que : (Vz € I); 155 <arctan(z) < z.
0.75 pt c) Montrer que f est dérivable a droite en 0.
0.5 pt 3 - a) Sachant que f est dérivable sur ]0; +oo[, Calculer f'(z) pour tout z de ]0; +ocf .
0.25 pt b) Etudier les variations de f sur I.
Partie B :
1 rx
g(x) == [§ f()dt; x €]0;+o0]
Soit ¢ la fonction numérique définie sur I = [0; +oo[ par : Jo
9(0) =1
0.5 pt 1- a) Montrer que : (Vz € ]0;+00]); f(z) <g(z) <1
0.75 pt b) Montrer que g est dérivable a droite en 0.
2 - Montrer que g est dérivable sur l'intervalle |0; +oo[ et que :
Va €]0; ; g(r)=1 —
075 o v el0tools g(@) = 1 (/@) g(a))
0.25 pt 3 - Montrer que g est décroissante sur l'intervalle 1.
T
4 - a) Montrer que : lim / f(t)dt =0
T—+00 Jo
0.75 pt (Remarque que : Vo € ]0;4o00[; 0 < arctan(z) < §)
0.5 pt b) Calculer : Igar_lwg(z)
Partie C :
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0.75 pt

0.5 pt

0.75 pt

0.75 pt

0.75 pt

1 - Montrer que ’équation g(x) = x admet une solution unique « dans ]0; 1.

2 - a) Vérifier que : Vo € ]0;400]; 0<1— f(z) < £

T
= 1+$2
(on pourra utiliser la question 2-b) partie A)

b) Montrer que : Vz € ]0; 4o00[; ’g/(a:)‘ <3

up € R*
3 - Soit (up)n>0 une suite numérique définie par : ;  pour tout n dans IN

Unt1 = g(un)
a) Montrer que :(Vn € IN); |upi1 — | < 3 |u, — .

b) Montrer que la suite (uy),en est convergente.

FIN
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O [ ]
° Correction
<
= Baccalauréat Sciences Mathématiques
-
. Session : RATTRAPAGE 2017
=
=
-
<
e 7
o MATHEMATIQUES
Exercice 1 : (4.5 pts)
0,75 pt 1 - Montrons que F est un sous-espace vectoriel de (M,(R),+, ) de dimension 2.
On a F est une partie non vide de ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a valeurs réelles, elle
est non vide car : I = M(1,0) € E.
Soit M(a,b) et M(c,d) deux matrices de E et A un nombre réel, on a :
a —3b c —3d
AM (a,b) + M(c,d) = X +
b a d c
_(ra+c =3(Ab+d)
Ab+d Aa+c
=MAa+c,\Nb+d)eE
Puisque que Aa + ¢ et Ab + d sont deux nombres réels. Ainsi E est un sous-espace vectoriel de
Pespace vectoriel (M4 (R), +,-).
-3 0 0 —3
Soit M (z,y) une matrice de E, ona: M(z,y) = v =" + Y
Yy T 0 =z y 0
10 0 -3
=X +
01 1 0
=xl +yJ
Donc (I, J) est une famille génératrice de F.
' ) o —38 00
Soient « et 8 deux nombres réels,ona : ol + 5J =0 = =
8 « 00
a=0
=
p=0
Donc la famille (1, J) est libre. Alors c’est une base de E et on ait dim E est le nombre d’éléments
de (I,J) et c’est 2. d’ou dim E = 2.
0,50 pt 2 - a) Montrons que E est stable dans (M, (R),+, x).
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0,75 pt

0,75 pt

On a E est une partie non vide de M, (R).
Soit M(a,b) et M(c,d) deux matrices de E, on a :

M(a,b) x M(c,d) = (Z _jb> x (; _Sd>

_ (ad—3bd —3(ad + bc))
bc + ad —3bd + ac
= M(ac —3bd,ad + bc) € E
Comme ac — 3bd et ad + bc appartiennent a RR.
Donc : ’E est une partie stable dans (M,(R), ). ‘

b) Montrons que (F,+, X) est un anneau unitaire et commutatif.

Ona:

— (FE,+) est un groupe abélien (car (M,(RR),+,-) est un espace vectoriel).

— Puisque E est une partie stable dans (M4 (R), x) et x est une loi associative et distributive
par rapport & + dans (M4(R),+, x), donc elle est aussi associative et distributive par
rapport a + dans E .

— I = M(0,1) est un élément neutre pour la loi x.

Donc (M4(R),+, x) est un anneau unitaire.

— Soient M(a,b) et M(c,d) deux éléments de E, on a :

M(a,b) x M(c,d) = M(ac — 3bd, ad + bc)
= M (ca — 3db, cb + da)
= M(c,d) x M(a,b)
Donc pour tous M (a,b) et M(c,d) dans E: M(a,b) x M(c,d) = M(c,d) x M(a,b).

Par suite (E,+, X) est un anneau unitaire et commutatif.

3 - a) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, x).
— Soient (a,b) et (c,d) deux éléments de R%. On a :
o((a+1b) x (c+1d) = ¢((ac —bd) + 1(bc + ad)) = (ac —bd,

etona: ¢(a+b)x p(c+d) = M<a’ jg) x M(C’ jﬁ)

= (ac—3><

= M(ac—bd,

Sl=
B
Sl=
+
Sl

D’ou : ’go est un morphisme de (C*, x) vers (E*, x)‘
— Soit M(a,b) € E*. Résoudrons 'équation : p(z + 1) = M(a,b).
Ona: ¢(r+wy) =M(ab) <= M(w, J = M(a,b)

y _ _
Donc pour tout M(a,b) € E* il existe un unique couple (z,y) = (a,bv/3) de R? tel que :

p(x +wy) = M(a,b)

D’ou : ’gp est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, x)‘
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0,50 pt

0,75 pt

0,75 pt

4 -

b) Déduire que (E*,

Comme ¢ est un isomorphisme de (C*,

c) Montrons que J217 =
dans (E*, X).
2017 _ (M(O, 1))

3 2017
= (u(025))
= (p(0+ /)"
= (p(1v/3))™"
— p(1V/3) x p(1V3) x
(1217 wﬁ)””)
(e x V3 x (V3')' ")
(1% V3 x 3100%)

. 2017
Ona: j

X ) est un groupe commutatif.
x) vers (E*, x) et

alors ‘ (E*, x) est un groupe commutatif ‘

(c,

X) est un groupe commutatif,

%) (31008 i\/§>, puis déterminons I’inverse de la matrice J20!7

X ©(1V/3) ; 201 7fois

j2017 — @(Z % \/§ % 31008)

Ona (]7) — (lox V3 31008>)_1

(=)
(i)
<
<

I
©

31008\f>
0

¥ +Z31008\/>)

/577

t
(o

’ 31009

2017 _
(3201 ) = M<O’ 31009)

Montrons que (F,+, X) est un corps commutatif.

On a (E,+, x) est un anneau unitaire et commutatif, donc il suffit de montrer que tout M (z,y)

de E* admet un inverse dans E*.

z —3
Soit M(z,y) € E*. On a : M(z,y) = ( y)’ par suite det (M(z,y)) = 2% + 3y? # 0 car
y
(z,y) # (0,0).
-1 xT 73y
2 2 z2 2 T —x *
(M(a:,y)) = ( o ) :M(x+3yﬁc+3y) €
e T
D’ou : ’ (E,+, X) est corps commutatif ‘
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0,75 pt

0,50 pt

1,00 pt

0,50 pt

0,25 pt

Exercice 2 : (3 pts)

1 - Calculons la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20 points et la
probabilité de réaliser un gain nul.
Posons les évenements :
— A : "gagner 20 points” c’est-a-dire les deux boules tirer sont de couleur blanches.
— B : "perdre 20 points” c’est-a-dire les deux boules tirer sont de couleur noires.

— (' : 7le gain est nul”

1 1 1
Alors on a : P(A):§><§:Z
1 1 1
P(B)=-x-=-
(B)=35x5=7
1 1 1 1 1
PO=5%37T53%373

2 - On répéte 5 fois le jeu précédent.

a) Calculons la probabilité de gagner 100 points.
On pose : D : ”gagner 100 points”.

Pour gagner 100 points, il faut gagner dans chaque cas 20 points, ainsi on obtient :

1 1
P(D)=C2 x P(A)’ x (1—P(A)? =1 x 1 x 1= 1
b) Calculons la probabilité de gagner 40 points.
On pose : FE : ”gagner 20 points”.

Pour gagner 20 points, il faut gagner deux cas 20 points, ainsi on obtient :

P(E) = C3 x P(A)* x (1= P(A))> =10 x (i) x (i) = %

3 - a) Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

T, —20

1

P(X =x,)

(N )

DO |
DO |

b) Calculons ’espérance mathématique de la variable aléatoire X.

Ona: E(X)—(—20x1)+<0x;>+<20xi)—0
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0,50 pt

0,50 pt

0,75 pt

0,75 pt

Exercice 3 : (2.5 pts)

1 - Déterminons le nombre complexe z pour que les deux points M et M’ soient confondus.

Soit z€C*,ona: M=M < 2 ==z

()
= S|l t- ] =%
2 z

1
<~ — =z
z
—= 22=1
<~ z=—1louz=1
Donc zzlouz:—l‘
2 +1 2 +1\°
2 - Montronsque:/+ = S .
z—1 z—1

Z+1 Hz+1i)+1
S CE DR
Z4+ 2 +2
Z+Li-2
22+ 2241
22 —22+1
_ (241)?
(212

_2—1—12
S \z—1) "

2
) pour tout z dans C*\ {—1,1}.

Soit z € C*\ {—1,1}, on a :

"+ 1 1
Donc : i —(Z+

2 —1

3 - Montrons que si M appartient a (A) alors M’ appartient a (A).

z—1

Soit (A) la médiatrice de [AB]. On suppose que M € (A). Ona: M € (A) < AM = BM,
M
ainsi BM_ 1 (A # B).

AM
Montrons que M’ € (A). On a :
BM' & 41| | (21N _ (BM\®_
AM’ |2 —1] [\z—1 - \AMm)

Donc AM’ = BM', d'ou | M’ € (A)

4 - Montrons que si M appartient a (I') alors M’ appartient a la droite (AB).

MTM-Group (MathsForBac) 5/12 Option SM A & B




Session : RATTRAPAGE 2017

Ona: M e (I') = Le triangle AM B est rectangle en M

— (AM) L (BM)

o (ZM_ZB>€Z[R
RM T RA
1
e (Z+ )GZ[R
z—1
2
1
. (z+> R
z—1
7/ 2
zZ +1
= R
()
Z—2z 2
:><, B) eR
Z*ZA

= (AM’) || (BM')

= M’ € (AB)

Probléme : (8 pts)

Partie A :|

0,50 pt 1 - Montrons que f est continue sur l’intervalle I.
Sur lintervalle ]0, +o0[, f est continue comme étant le quotient de deux fonctions continues sur
'intervalle |0, +o00[ avec le dénominateur ne s’annulant pas sur ]0, +oo.
Etudions maintenant la continuité de f & droite en 0. On a :
lim f(z) = lim arctan(r) — lim arctan(z) — arctan(0) _q
z—07F z—07t T z—07" z—0
Comme f(0) =1, donc f continue & droite en 0. D’ou f est continue sur I.
0,50 pt 2 - a) Mont vt € [0; ] ! <1<1
, -a ontrons que : Vit K = < <
P d T 1422 T 1412
Ona: te0,z] = 0<t<=x
— 0 <t <z”
= 1<1+t><1+2?
— ! < 1 <1
1+22 ~ 1482
Donc |Vt € [02] ; —— < — <1
onc 2] ;
T 1422 T 1412 T
0,50 pt b) Montrons que : (Vz € 1) 1 + 5 <arctan(z) < z.
x
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0,75 pt

0,75 pt

0,25 pt

0,50 pt

1 1 z 1 z 1 z
Ona: < <1l = dt < dt < 1dt
1422 — 141¢2 b 1422 b 14 ¢2 b

< [arctan(t)]§ < [t]?

€T
1—1—332]

- | 0

=

522 < arctan(x) < z.
x

Donc |(Vx € 1) ; < arctan(z) <z

x
1+ 22

¢) Montrons que f est dérivable a droite en 0.

1 arctan(z)
1422~ T

Cpactan(@) o
X

On a: <arctan(x) <z =

<l;2>0
1+22 — - v

=

14 22

o arctan(z)

= 5 < —F <0;x2>0
1+ x

= lim <M> =0

z—0" z—0
f est dérivable & droite en 0
etf3(0) = 0
3 - a) Calculons f'(z) pour tout x de ]0;+o0].
On a f est dérivable sur ]0; +o0[ car :
e 1z arctanx est dérivable sur R et en particulier sur |0; +o0].

e = — x est dérivable et ne s’annule pas sur ]0; +oo.

%ﬁxam+wmna:f@g:(M%?@0
fﬁ(ﬁ) — arctan(z)
2

x
1 arctan(z)

o(1+a2) a2
b) Etudions les variations de f sur I.
z(1z) — arctan(x)

On a: Vz €)0;+00] ; f'(z) = 22

Comme z? > 0Vz €]0; +o0|, donc le signe f’(z) est le signe de x — z( — arctan(x).

o)

D’apres la question A.2.b, on a : x( ) — arctan(z) <0

_1
1422

Donc : ’f/(x) <0, d’ou f est décroissante sur I‘

Partie B :|

1- a) Montrons que : (Vx €]0;+o0]) ; f(z) <g(z) <1.

Soient x et ¢ deux éléments de |0, +oc], on a :
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0,75 pt

0,75 pt

1 < arctan(t)

< < <1:t
1+t2_arctan(t)_t:> e = . <1l;t>0
:>/ ! dt/arcmn(t)dtg/ldt
| \i+e t 0
= [arctan(t) /f t)dt < [t
= arctan(x )g/ f)dt <z
0

t 1
_, arctan(z) g/ —fHdt<1;2>0

x ) T

= fx)<glz)<1l;2>0
Pour x = 0 on remarque que : 1 <1 <1, c’est & dire que f(0) < g(0) < 1 est valable aussi.

IA

Diott: | (Va €]0;+00)); f(z) < g(z) <1

b) Montrons que g est dérivable a droite en 0.
On a pour tout x de |0, 400[: f(z) <g(z) <1 = f(zr)—1<g(x)—1<0
fle)—1 _glx)—1

— < <0;2>0
X X
L SO @) —a0)
x—0*t x—0 r—0*t xz—0
— 0< lim M <0
z—0t x—0
I O

rz—0" z—0

g est dérivable a droite en 0

l

etg,(0) =0

Donc : |g est dérivable a droite en 0 ‘

2 - Montrons que g est dérivable sur l’intervalle |0; +00| et que :

Vo €]0;+o00[; ¢ () = (f(z) —g(x))

On a f est continue sur [0, +oo[ et 0 € [0, +oo[ Donc il existe une unique primitive ¢ sur [0, 00|

telle que :
(Va € [0, 4+00]) : f f(t)dt et p(0) =0
(Vo € [0,+00]) : ¢'(z) = f(z)

Donc on obtient : g(z) = 1 f f(t) (x>.

Les fonctions x = ¢(x) x et x — x sont dérivables sur [0; +o0l.

Donc g est dérivable aussi sur ]0; +o0].
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(sO(fv))’

zp’ () — p(x)

On a pour tout z de ]0,+o0[ : ¢'(z) =

0,25 pt 3 - Montrons que g est décroissante sur ’intervalle I.

Ona: z>0 = f(zr) <g(x)

= ¢'(z) <0

g est décroissante sur ]0; +oo]

D’ou : ‘ g est décroissante sur l'intervalle 1. ‘

0,75 pt 4 - a) Montrons que : lim j f(t)dt.

T—+00
Soient x €]1;4+o00[ et 1 <t <z, ona:
arctan(t) 7

< -
2t

. OS/I (arctz;ﬂ)) t< T [ln\t\]f
— 0< /I FH)dt < Wln(x)

— 0< - /f )dt < — ( (9”))

= 0< lim / f(t)dt < lim g(ln(m))

T—+00 I T—+00 X

0 < arctan(t) < g = 0<

N |

= 0< lim /f t)dt <0

r—+00 I
N

0,50 pt b) Calculons : lim g(z).

T——+00
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Ona: 0<t<1 = f(1) < f(t) < f(0); Car la fonction est décroissante
— <<l
1
— Zg/o FHdt <1
™ 1 [ 1
— ng/o fdt < ~

1
e hm—< lim /f )dt < lim —

T—+00 ,:U Tr—+00 I r—+00 I

= 0< lim /f t)dt <0

r—+400 I
:‘xE?M/ f)
Ainsi : zl—1>I—Poog<$):zEI-Eloo;‘f f(t) :zEI-Eloo;L‘f f(t dt+mggl ff ft)dt=04+0=0.

1 - Montrons que I’équation : g(z) = r admet une solution unique « dans |0;1].
La fonction ¢ : z + g(x) — x est continue sur [0, 1]

et ¢(0) =1 et p(1)

Donc d’apres le theoréeme des valeurs intermédiaires, il existe a € [0, 1] tel que p(a) = 0, ou encore

= —1, donc ¢(0) x ¢(1) < 1.

g(a) = a.

On a ¢ est dérivable sur [0, 1] avec pour tout € [0,1] ; ¢'(z) = ¢'(x) — 1

et comme ¢'(z) < 0, alors ¢’(z) < 0 pour tout = € [0, 1]

D’ott @ est strictement décroissante sur [0, 1], donc « est unique.
x?
1+ a2

x
PR < arctan(x) <z

2 - a) Vérifions que : Vz €]0;4+00[; 0 < 1— f(z) <

Ona: z€[0,+o0] =

x? +
1 t
. < arctan(z) <1
x?+1 x
i< — arctan(x) < 2—1
T 441
jogl_arctan() 1 1
x x?+1
22
= 01— <
<1 fl0) < o
x2
Donc : |Vz €]0;+00[; 0 <1 — f(z) < e
b) Montrons que : Va €]0; +oo[; |¢'(z)| < %
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0,75 pt

0,75 pt

3 - a)

b)

L
22 +1 - x_$2+1

s < @) <1

ﬁ/o(t2+1> < [ sz [

— arctan(x / flx)dt <z

Soit z €]0;+oc[,ona: 0<1— f(z) <

—

_ /f )dt <1

= f(z) <glz) <1

= 0< g(z) - flx) < g;fj-l
:>o<gx>;f($><;c2x+1<;
— lg/(@)| <

Donc : | Va €]0; +oo[; |¢(2)| <

N[

Montrons que :(V € N); |u,,; —a| < Lu, —al.
Soit n € IN, on a g est une fonction continue et dérivable sur [a,u,,]|, donc d’apres le théoréeme

des accroissements finis on obtient :

g(“’n):.(gy(a) :g/(C)
e

1
- ‘unJrl - Oé’ < (§>|un - a|'

Montrons que la suite (u,,), .y est convergente.
On considére la proposition suivante : Vn € N (P,) : |u, —af < (3)"|ug — al.

On procede par un raissonnement par récurrence :

Pourn=0ona: (F): |lug—al < (%)O|u0 — af est vraie.

Donc la proposition est vraie pour n = 0.

On suppose que la proposition (P,,) est vraie de 0 jusqu’a un certain n € IN.

Montrons que (P, ;) est vraie.
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1 n
Ona: (P,) est vraie = |u, —a| < (2) lug — o

1 n+1
=l =0l < gl —al < (3) f—a
1 n+1
=l —al< () luo—al

= (P,,;) est vraie

n

N . . ’ n
D’apres le principe de récurrence, ona: VR €N, |u, —a| < (3) |uy —

oo . 1" B B . o N . _
Par suite : nl_l}I}_loo (5) lug—a|=0= nl_l}I}_loo lu, —a| =0= nl_l)I_I‘_loo u, =«
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MATHEMATIQUES

Série : Sciences Mathématiques A et B

DUREE DE ’EPREUVE : 4 heures

INSTRUCTIONS GENERALES

v L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
v' Le candidat peut traiter les exercices de I'épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter ;

COMPOSANTES DU SUJET

Ce sujet comporte 5 exercices :

— Exercice 1 : Structures algébriques ................. ... ...
— Exercice 2 : Arithmétiques .......... ... . ... . .
— Exercice 3: Nombres complexes ...,
— Exercice 4 : étude de fonctions et suites numériques ................
— Exercice 5 : fonction définie par intégrale ............... ... ... ...

3,5 points

.. 3 points

3,5 points
7,5 points
2,5 points




Examen du Baccalauréat session normal 2018

Exercice 1 : ( 3.5 pts )
On rappelle que (C,+, x) est un corps commutatif et que (Mz2(R),+, X) est un anneau unitaire
0 0 10
de zéro la matrice nulle O = (0 0) et d’unité la matrice [ = (0 1) et que (M2(R),+,.) est un
espace vectoriel réel.
9 r —2y
Pour tous (z,y) € R* , on pose M(z,y) =

y T+2y
et on considére 'ensemble : E = {M(x,y)/(z,y) € R?}.

0,25 pt 1 - Montrer que E est un sous groupe du groupe (Ma(R),+).
0,25 pt 2 - a) Montrer que FE est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel (Mz(R),+,.).
0,5 pt b) On pose J = M(0,1). Montrer que (I,J) est une base de 1'espace vectoriel (£, +,.).
0,5 pt ]
05 Et 3 - a) Montrer que E est une partie stable de (M2(R), x).
0,5 pt b) Montrer que (E,+, X) est une anneau commutatif.
4 - soit ¢ 'application définie de C* vers Ma(R) par :
: Ty 2y
(¥(o) € B (0.0} ) pla+in) = Mo+ =)= "V * y)
0,5 pt a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (M2(R), X).
0,5 pt b) On pose E* = E — {O}. Montrer que p(C*) = E*.
0,25 pt c) En déduire que (E*, x) est un groupe commutatif.
0,25 pt 5 - Montrer que (E,+, X) est un corps commutatif.
Exercice 2 : (3 pts)
Soit p un nombre premier tel que : p = 3 + 4k (k € IN*).
0.5pt 1 - Montrer que pour tout entier relatif = , si 2 = 1[p] alors 2P~° = 1[p).
2 - Soit  un entier relatif vérifiant 2P~° = 1[p].
0,5 pt a) Montrer que x et p sont premiers entre eux.
0.5 pt b) Montrer que : 2P~1 =1 [p]
0.5 pt c) Vérifier que 2+ (k—1)(p—1) = k(p — 5).
0,5 pt d) En déduire que : 2% =1 [p]
0.5 pt 3 - Résoudre dans Z 'équation %% = [67).
Exercice 3 : (3.5 pts)
Soit m un nombre complexe .
I - On considére dans C I'équation , (E,,): 22+ (im+2)z+im+2—-m=0
0,25 pt 1- a) Vérifier que le discriminant de I'équation (E,,) est A = (im — 2i)%.
0,5 pt b) Donner suivant les valeurs de m ’ensemble des solutions de (E,).
0,5 pt 2 - Pourm = i\/ﬁ, écrire les deux solutions de (E,,) sous la forme exponentielle .
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II - Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, U, v )

On considére les points : A , Q, M, et M’ d’affixes respectifs a = —1 —i, w = i, m et
m' = —im —1+1i.

1 - Soit R la rotation d’angle %ﬁ et qui transforme M en M'.

0.25 pt a) Vérifier que Q est le centre de la rotation R.
0,5 pt b) Déterminer l'affixe b du point B tel que A = R(B)
w—a
0,5 pt 2 - a) Vérifier que m' —a = b(m —b).
w —
0,5 pt b) En déduire que les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si les points A, B , )
et M sont cocycliques.
0,5 pt ¢) Montrer que 'ensemble des points M tel que les points A, M et M’ soient alignés est un
cercle dont on déterminera le centre et le rayon.
Exercice 4 : (7.5 pts)
Partie I :
r o1
0,5 pt 1- a) Montrer que (Vz € ]0; +00[) ;/ mdt =z —In(1+x)
0
0,5 pt b) En utilisant le changement de variable u = t? ; montrer que :
vt 1ot 1
Vzr € ]0; 400 ;/ 7dt:f/ ——du
( ]+D01+t 2Jo 1+ Vu
1 r—In(z+1) 1
0,5 pt c) En déduire que (Vx € |0; +o0|) ; < < -.
P ) que ( 10; +-o0[) 21+2) — z? —2
—1 1
0,25 pt d) Déterminer lim uﬁ)
z—0t x
Partie IT :
z+1
f@) = (5 )+ 1) 52 £ 0
On considére la fonction f définie sur [0; +oo] par : x
f0)=1
7’ . N 7’ % %
et soit C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, ) )
0,25 pt 1 - a) montrer que f est continue & droite en 0.
0,5 pt b) montrer que f est dérivable & droite en 0. (on pourra utiliser le résulta de la question
1.2).
. o fle) , . ,
0,75 pt c) Calculer lim f(z); lim “—— puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
r——+00 rx—+oo I
0,5 pt 2 - a) Monter que f est dérivable sur |0; +oo[ , puis vérifier que :
r—In(l1+4+2x
(Vz €]0; +o0[) : f(z) = ;2 )
0,25 pt b) En déduire que f est strictement croissante sur [0; +o00].
0,25 pt c) Vérifier que f ([0;4o00[) = [1; 400l
0,5 pt 3 - Représenter graphiquement la courbe (C). (on construira le demi tangente & droite au point

d’abscisse 0)
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Partie 11T :
1 - On considere la fonction g définie sur |0; +o0] par : g(z) = f(x) — x.
0,5 pt a) Monter que (Vz € ]0;400]) : 0< f/(z) < é
0,5 pt b) En déduire que g est strictement décroissante sur |0; +oo[ et que g (]0; +o0]) = |—o0; 1].
0,25 pt c) Monter que I’équation f(z) = z admet une solution unique a € ]0; +o0|.

2 - soit a un réel de lintervalle ]0; +o0].

On consideére la suite (uy,)n>0 définie par : up =a et (Yn € IN) : upt1 = f(uy)

0,25 pt a) Montrer que : (Yn € N) w, > 0.
1
0,5 pt b) Montrer que : (Yn € N) |upt1 —of < 3 |un, — .
1 n
0,5 pt c) Montrer par récurrence que :(Vn € IN)  |u, —a| < (2> la — al.
0,25 pt d) En déduire que le suite (u,) converge vers .

Exercice 5 : (2.5 pts)

oL

On considere la fonction £ définie sur R par :F'(x) = / e’ dt

0,5 pt 1 - Montrer que F' est continue et strictement croissoante sur R.

0,5 pt 2 - a) Montrer que (Vx € ]0;4+00]) : F(z) > x. puis en déduire mgrfooF(x)

0,5 pt b) Montrer que F' est impaire, puis en déduire IEIPOOF ().

0,5 pt c) Montrer que F' est une bijection de R dans R.

0,5 pt d) Montrer que la bijection réciproque G de la fonction F' est dérivable en 0, puis calculer
G'(0).

FIN
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Exercice 1 : (3.5 pts)
On rappelle que (C,+, x) est un corps commutatif et que (M,(R), +, x) est un anneau unitaire de
0 0 10
zéro la matrice nulle O = ( 0 0 ) et d’unité la matrice I = ( 01 ) et que (My(R),+,.) est
un espace vectoriel réel.
—2
Pour tous (z,y) € R? , on pose M(z,y) = v Y
y x+2y
0.25 pt 1 - Montrons que E est un sous groupe du groupe (M5(R),+).
On a F est une partie non vide de M, (R) car E contient au moins un élément de cet ensemble
0 0
qui est O = ( - ) . Soit M(x,y) et M'(z’,y") deux matrices de FE on a
—2y =2y
M(x’ y> o B ’ / ’
Yy T+ 2y y o+ 2y
z—a —2(y—v)
y (x—a")+2y—vy)
=Mx—a',y—y)EFE
Car x — 2’ et y — 3’ sont deux nombre réels
Donc : ‘E est un sous groupe du groupe (M,(R),+) ‘
0,25 pt 2 - a) Montrons que F est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (My(R),+,.)

On a E C M,(R) et (M5(R),+,.) est un R-espace vectoriel
Soit o un réel et M (z,y) et M'(2',y") deux matrices de £ on a
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0,5 pt

0,5 pt

r =2
aM(z,y)+ M (z',y") = « Y
Yy T+ 2y x’ +2y
) +2

( axr + ' —2(ay — )
(ay y)

ay—y  (ax—2a'

=M(ax+2"ay+y') €E

Car ax + 2’ et ay + v’ sont deux nombre réels

Donc : ‘ (E,+,.) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel (My(R),+,.) ‘

b) Soit J = M(0,1). Montrons que (I, J) est une base de 'espace vectoriel (E, +,.)
Soit M (z,y) un élément de £ On a

=xM(1,0) +yM(1,0)
=zl +y.J

Donc la famille (1, J) engendre l'espace (F,+,.)

Soit « et B deux réels on a

(1 0) (0—2) (0 o)
al +B.J=0<« + 8 =
0 1 1 2 0 0
(5n) ()
2N =
B a+28 0 0
a=0
=
B=0

Donc la famille (I, J) est libre D’ou : ‘ (I,J) est une base de I'espace vectoriel (E, 4+, .) ‘

3 - a) Montrons que E est une partie stable de (My(R), x).
il suffit de montrer que VM, N € Fona M x N €
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0.5 pt

0,5 pt

M x N=M(z,y) x M(z',y")

x —2yB r  =2y'p
p= X
y x+2y y x4+ 2y

_ ( vx’ —2yy’ —2(@"y+y'e+2yy’) B

vy+y'r+2yy v —2yy + 2"y +y'r+2yy) )

= M(zx’ —2yy's2’'y+yz’ +2yy’) € E

Car za’ —2yy’ et 2’y + yz’ + 2yy’ sont des réels

‘D’oﬁ : E est une partie stable de (My(R), X) ‘

b) Montrons que (E,+, X) est une anneau commutatif.
Ona:
B(E, +) est un groupe commutatif ((F,+,.) est un espace vectoriel )
W' x " est associative
W' x " est distributive par rapport a " + "
W Soit (M(z,y), M(2’,y’)) € E? On a

M(z,y) x M(2",y") = M(zx’ —2yy’; 2"y + yz' + 2yy’)
(2'x =2y y;yx’ + 2"y + 2y'y)

(z",y") x M(z,y)

M
M

‘Donc :(E, 4+, X) est une anneau commutatif. ‘

4 - Soit ¢ Papplication définie de C* vers M,(R) par :

(V(z;9) € R? = {(0,0)}) : p(z +iy) = M(z +y,—y) = ( mjyy xZ_yy )

a) Montrons que ¢ est un homomorphisme de (C*, x)vers(My(R), ).

Soit (2;2') € (C*)? tels que z =x +iyet 2/ =a-+ibona :

(x +1iy)(a + b))
(xa —yb) +i(xb + ya))
M ((za — yb+ b+ ya); —(zb + ya))

p(zx2) =

o (
o (
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0,5 pt

0,25 pt

0,25 pt

0.5 pt

et

p(2) X p(2) = p(x +iy) x p(a+ib)
= M((z +y)(a+b) = 2(=y)(=b); (z + y)(=b) —y(a +b) + 2(=y)(=b))
= M (za + xb + ya + yb — 2yb; —xb — yb — ya — yb + 2yb)
= M (za + xb + ya — yb; —(zb + ya))

Donc V(z;2) € (C*)?: p(z x 2/) = p(2) x p(2')

‘D’ofl ¢ est un homomorphisme de (C*, x)vers(My(R), X) ‘
b) Soit E* = E — {0} Montrons que ¢(C*) = E*
Soit M (x;y) € E* Résolvons dans C* I’équation ¢(z) = M(z;y) On a

p(z) = M(x;y) == @(a+ib) = M(x;y)
=< M(a+b;—b) = M(z;y)
==a+b=xet —b=y
=sa=x—bet b= —y
==a=x+yet b=—y

== z=(x+y)—ib

Donc VM (z;y) € E* : 3(a;b) = (x + y; —y) € (]R*)2 s p(a+1ib) = M(z;y)

Donc ¢ est surjective . Et par suite ‘ : o(C*) = E*

c) Déduisons que (E*, x) est un groupe commutatif.

On a ¢ est un homomorphisme surjective Et puisque (C*, x) , est un groupe commu-

tatif alors (¢(C*), x) est aussi un groupe commutatif Et comme ¢(C*) = E* alors :

‘ (E*, x) est un groupe commutatif.

5 - Montrons que (E,+, X) est un corps commutatif.
On a e (E*,+) est un groupe commutatif
e (E*, x) est un groupe commutatif

e " x " est distributive par rapport a +

‘Donc : (E, 4+, X) est un corps commutatif.

Exercice 2 : (3 pts)

Soit p un nombre premier tel que : p =3 + 4k (k € IN*).

1 - Montrons que que pour tout entier relatif z, si 22 = 1 [p] alors zP~! =1 [p]

Onap—5=4k—2=2(2k—1) et 2k —1 > 1. Alors :
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0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

0,5 pt

D’ott | si 22 = 1[p| alors 2P~ = 1[p].

2 - Soit x un entier relatif vérifiant 27— = 1[p].
a) Montrons que x et p sont premiers entre eux.
On a, p est un nombre premier, alors soit p divise x ou bien p A x = 1.

Supposons que , z est divisible par p, on a alors 2P~° = 0[p]. ce qui contredit le fait que

xP=0 = 1p].

‘D’oﬁ : T et p sont premiers entre eux.

b) Montrons que : zP~! =1 [p]
Comme p est premier et £ A p =1 on a alors selon le petit théoreme de Fermat :
aP~ =1/p]
c) Vérifions que: 2+ (k—1)(p—1) = k(p —5).
On a:

2+ (k—=1)(p—1)=k(p—5)=2+kp—k—p+1
—kp—5k+4k+3—p
=kip—5)+p—>p
=k(p—5)

‘Donc2+(k—1)(p—1):k(p—5).‘

d) Déduisons que : 22 = 1 [p]
on a xP~° = 1[p] = 2*P=% = 1¥[p] = 1[p]. Donc x>+F-DP=1) =1 p]

et ona zP ! =1[p| = £+ VP = 11 [p] = =-DE-D = 1 [p]

Donc 22t (F=DP=1) = 22 [p]

Dot |22 = 1[p]

3 - Résolvons dans Z l'équation : 252 = 1[67]
On a montrer d’aprés les questions précédentes que zP~° = 1[p] < 22 = 1[p]

Et comme 67 est une nombre premier qui vérifie 67 = 3 + 4 x 4 alors on a 2% = 1[67] &

27 =167 22 =167 22—-1=0[67] < (z—1)(z+1) =0[67]
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D’ou, 67 divise (z — 1)(x + 1).
Par primalité de 67 , on a 67 divise z — 1 ou 67 divise z + 1.

Ainsi, x = 1[67) ou x = —1[67] D’ou :

I'ensemble de solution de 1’équation 2% = 1[67] dans Z est {1 + 67k, —1 + 67k"/k; k' € Z}.

Exercice 3 : (3.5 pts)

Soit m un nombre complexe.

I. On considere dans I’ensemble des nombres complexes C I'équation (F£,,) d’'inconnu z
(E,): 22+ (im+2)z+im+2—m =0

0,25 pt 1 - a) Vérifions que le discriminant de I’équation (E,,) est A = (im — 2i)?

On a

A = (im+2)% —4(im + 2 —m)

=—m2+4im+4—4im — 8+ 4m

=-—m?+4m +4
=—(m—2)?
— (i(m—2))?
= (im — 2i)?
Donc : | A = (im — 2i)?
0,5 pt b) Déterminons ’ensemble des solutions de ’équation (E,,).

Si m = 2 alors I’équation (E,) admet une solution unique
—(2i+2
2= % =1

Sim € C— {2} alors I’équation (E,,) admet deux solutions :
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0,5 pt

~ —(im +2) + (im — 2i) _ —(im +2) — (im — 2i)
S 2% 1 2= 2% 1
29 _ —2im—2+2i
) - 2

Donc:‘S:{—l—i,—l—ivai}‘

2 - Soit m = i1/2 écrivons les deux racines de I'équation (F,,) sous la forme exponentielle.
On a

2y = —1—ietzy=—1—ixivV2+i=—1++/2+isont les deux racine de (E,,) pour
m =iv2

alors

p=—1-1 Zg=—1+V2+i
_ 2(—\5—@\/5) = —1+i+V2
2 2

o _f(—f f) v
V3 (—cos (Z) —isin () tig |+

Z\/§<cos(w+g>—isin(ﬁ+g>)
Z\f2<cos7r+isin57r>

5
4 4
— VB

cos< ) +isin (g)) +v2

Va(-

V2 (cos (m—3) —isin (m— 7)) + v2
(cos— +zsm—> +V2

= V2! +V2

=V2(e'F +1)

=V2 (el + ')

= V2e'F (eF + 1)

2 cos (387r> e (cos (?) > 0)

-5 3 - 37
Dol |z, == V2eiT et Zy = V2 c0S (g) el

IT. Le plan complexe associé a un repere orthonormé direct (O;u; v).

On considére les points A, Q, M et M’ d’affixes respectifs a = —1 —i,w =i, m et m’ = —im—1+1.

1 - Soit R la rotation de d’angle —g et qui transforme M en M’
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0,25 pt a) Vérifions que 2 est le centre de R
On a laffixe z du centre de la rotation R est solution de I'’équation z = —iz — 1 +1¢
On a
z=—iz—1+i 2+iz2=—1+1
S z(14+i)=—1+1
-1+
=~ 2= -
1+24
L i(1+ z)
142
S z=1
Donc z = w d’ou ‘ ) est le centre de R
0,5 pt b) Déterminons l'affixe b de B, ou B est le point tel que : A = R(B).
On a: A= R(B) alors
a=—tb—1+i=ib=—-14+i—a
=>-b=—i—1—1a
=b=14+1+1a
=b=i+1+i(—1—1)
=b=i+1—-7+1
=b=2
Dot : est l'affixe de B, tel que : A = R(B).
0,5 pt 2 - a) Vérifions que : m’ —a = v Z(m —b)
W —
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0,5 pt

0,5 pt

b)

m —a=—m-—1+1+1+14

= —im + 2t
= —i(m—2)
= —i(m —b)

et on a R(B) = A alors a —w = e "2 (b — w) donc d

R w—a
Dou|m —a =

(m —b)

w—>b

Déduisons que les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si les points A, B, ) et

M sont cocycliques.

Si m = a :le résultat demandé est évident

/
. m'—a w—a m-—25b
Sim#a On a = X alors on a :
m—a w—b m-—a

/

m —a
A, BetM’sont alignés < ceR
m—a

w—a m-—=»b
X

eR

w—b m—a

< A, B, Qet Msont cocycliques

D’ou

‘les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si les points A, B, ) et M sont cocycliques.

Montrons que ’ensemble des points M tel que les points A, M et M’ soient alignés est

un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

On a les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si les points A, B, et M sont

cocycliques.

Et par suite M appartient au cercle circonscrit au triangle ABSQ rectangle et isocele en
Q (car R(B) = A)

Donc M appartient au cercle de diametre [AB]

Deraonr—g—’b_a|—|3+i|—\/m
YO = = Ty T Ty T

a+b 1 1,
L
2 2 2
D’ou I'ensemble des points M tel que les points A, M et M’ soient alignés est :

V10
le cercle de centre I d’affixe z; = 5~ iz et de rayon r = 5

Et de centre le point [ d’affixe z; =
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0.5 pt

0.5 pt

Exercice 4 : (7 pts)

PARTIE T

1 - a) Montrons que (Vz €]0;+o0]) : / Ldt =z—In(z+1)
0

Soit  €]0; +00[ On a :

\
| |

1+t

/t+11
b 1+t

1—— de
/0
/ ( (1+1)
0

1+t
= [t—In(1+ )]

=z —In(l+2)

Donc :

(o el tocl) [
0

b) En utilisant le changement de variable u = ¢

Tt

1 [ 1
(VY €]0; +00]) : ——dt = / ——du
, 1+t 2 )y 1++u

On pose : u = t? donc t = \/u et dt =

etonat=0—u=0ett=o0x—>u==x

2
[ =
h 1+

Donc/ det:
y 1+t

1
—~d
SN

2

2

r 1
du= [ —d
Nk /O 1+ a "

2

F)ar

, montrons que :

Donc : | (¥ €]0; +o0]) / Y 1/96 L4
onc : x €]0; 400]) : —dt== u
1+t 2 1+
1 —In(1 1
c) Déduisons que : (Vz €]0; +00]) : 50+ a) < nx(z +2) < B
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Soit x €]0; +o00 et u € [0;2%] On a

0§u§x2:>0§\/ﬂ§x

=>1<1+Vu<l+uz

1 1
= < <1
I+z =~ 14+ u ™~
S S S < E
2(1+ x) 2(1+Vu 2
x? 22
1
= / / / —du
o 1 + ) A o 2
1 r—In(z+1
= < <
21+ ) x? )<
1 r—In(l+z) 1
D A 0; 3 < < —
onc [EAERS Rglt 21 4+=x) — g7 -2
—1In(1
0.25 pt 2 - Déterminons limu2+x>
x—0 €T
x>0
1 zr—In(l+z) 1 1 1
O vV €]0; : < < = et lim——— = lim- = =
ma (Ve €0 +ool) : 5a= 5 22 =2 o) T a2
—In(1 1
Donc : limw = -
= ® 2
PARTIE 1T
1
f(z) = (x—i— )111(1 +x);2#0
On considére la fonction numérique f définie sur [0; +o00| par : x
f0)=1
et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;1; )
0.5 pt 1 - a) Montrons que f est continue a droite en 0.
1 In(1
On a limf(z) = lim <i> In(1+2) = lim (2 + 1) m(+z)
z— z— €T z—
x>0 x>0 x>0
In(1
car lim (z +1) =1 et limu =
o o T
donc hrrolf( x)=f(0)=1
x>0
D’ou ‘ f est continue a droite en 0. ‘
0.5 pt b) Montrons que f est dérivable a droite en 0
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On a
T+ 1)
B ( In(l14+2)—1
limif(gc> 1(0) = lim
x—0 €T — x—0 €T
x>0 x>0
_ hm(x—l- l)ln(i—l-a:) —x
x—0 X
x>0
_ hmxln(12—i— x) N In(1 + ;c) —z
o T r
In(1 —In(1
048 ()
oz x
1
—1—=
2
_ 1
-2
.. . . , 1
Donc | f est dérivable a droite en 0 et on a f;(0) = 3
c) Calculons lim f(z)et lim @)
T—~+00 r—+oo0 I
On a:
lim f(z) = 1 <$+1>1 (1+2)
im f(z)= lim n z
T—+00 Tr——+00 €T
= +OO
.oz +1 .
Car: lim =let lim In(z+1) =400
r—=+o0 T T—+o00
Donc | lim f(z) = +o0
r—+00
On a
T+ 1
In(1
. f(x)_- (a:)n(—l—x)
lim ——= = lim
r—+o00 I Tr——+00 €T
1
= lim In(1+z)
r—+o00 I
) <x+1>21n(1—|—$)
= lim
T—+00 x r+1
=0
1\?2 1 1
Car: lim <x+ ) =1let lim M:O
r—+00 x r—+oo I + 1
Donc| lim @ =0
r—+oo I

Ona lim f(z)=4ooet lim

T—+00

f@)

r—+o0o I

= 0 donc
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0.5 pt

0.25 pt

0.25 pt

‘ (C) admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses au voisinage de +oo

2 - a) Montrons que : f est dérivable sur ]0; +00] et calculons sa dérivée

Ona:

x
e La fonction f; : z — est dérivable sur ]0, +00[ ( fonction rationnelle définie sur R*)

e La fonction f, : x — In(1 + x) est dérivable sur ]0, +oo|

Donc ‘ f = f1 X fy est dérivable sur |0, +oo[‘

on a (Vx €]0, +ool)

Et on a:

it )

) x In(1+z) + (T) x (In(1+z))’

(e
s

1 1

:—Xln(1+m)+<x+ > X

x? T 1+z

—In(l1+=z 1
_ w1

x x
r—In(l+z)
z—1In(1+x)

Donc (Vz €]0,+00]) f'(z) = 2

b) Déduisons que la fonction f est strictement croissante sur ]0, +o00].

x—In(l+x)

On a (Vx €]0,+00]) , f'(x) = 2

X

Comme 22 > 0 pour tout = €]0, +-o0[

Alors le le signe de f’(x) est le méme que le celui de z — In(1 + z)

On a (Va €]0; 4oo]) : < T2 FD) 1

2142z) — x? — 2
352 $2
Donc (Va €]0; 4o00]) : +a) <z—In(l+z)< >

Donc (Vx €]0,+00[)  f/(x) > 0 car 22 > 0

D’ou ‘ la fonction f est strictement croissante sur ]0, 4+o00]. ‘

c) Vérifions que f([0, +o00[) = [1, +0o0]
on a f est continue et strictement croissante sur |0, 4+o0o[ donc

F([0,+00]) = [f(0), lim f(x)[= [1, 400

Tr—+00

Dot : | £([0,+00]) = [1, 400 |
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

3 - Représentation graphique de (C)

4 4
3 4
(Cy)
2 4
g
——0 > f
1 1 2 3 4 5 6 7 ¢

PARTIE IIT

1 - On consideére la fonction numérique g définie sur |0; +oo] par : g(z) = f(z) — x

1
a) Montrons que (Vx €]0; +o0]) : 0§]”(x)§§
1 r—In(l1+z) 1
A ; : < <=
On a (Vz €]0; +00l) ) S 3 <3
Donc (Va €]0; 400]) ! <f’()<1t ! > 0 al
n ; P — et comme ——— alors
oRe T Em TV oq = W =g 21 + )

(Va €]0; +o0]) : 0 < f/(z) < %

b) Déduisons que g est strictement décroissante sur |0; +oo[ , puis montrons
que g(]0; +oo[) =] —o0; 1
On a g est dérivable sur ]0; +o0[
soit z €]0;+oo[ on a : ¢'(z) = f'(z) — 1 et comme f'(z) < %

alors (Vz €]0;+00[) : ¢'(x) < 0 et par suite g est strictement décroissante sur ]0; 00|

on a g est continue et strictement décroissante sur |0; +o0]

Donc g(10 +o) = | tim gt lima(o)|

et on a lirrolg(a:) = lirrolf(x) —x=1

x>0 x>0
. - L f(z) B
car lim M:0et lim z =400
r—+oo I T—+00
Donc | g(J0; +oof) =] — o0i 1[

c) Montrons que 1"équation f(z) = z admet une solution unique « sur I'intervalle ]0; 00|
On a:

e g est continue sur |0; +o00]
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0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

e g est strictement décroissante sur ]0; +oo[

e 0 € g(]0;400])

D’oul

I’équation g(z) = 0 admet une solution unique « sur |0; +oo[‘

2 - Soit a un réel de I'intervalle ]0; +0o[ On consideére la suite (u,,),o définie par : uy = a et
(Vn € IN) = u,pq = fluy,).
a) Montrons que : (Vn € N) : u,, >0
e Pour n =0o0nauy =aeta>0doncu,>0
e Soit n € IN on Suppose que u,, > 0 Montrons que u,,,; >0

On a u,, > 0 et Et comme f est continue et strictement croissante sur [0; +oo[ alors

f(u,) > f(0) donc u,,; >0

D’ot selon le principe de récurrence ‘ (VneNN):u, >0 ‘

b) Montrons que : (Vn € N) : |u,,.; —a| < %\un —qf
Soit n € IN on a :
o f est continue sur l'intervalle fermé d’extrémités u,, et a
o f est dérivable sur l'intervalle ouvert d’extrémités u,, et «

o (¥ €]0; +oo]) : 0 < f'(x) < 5 ead (¥ €]0; +oo]) : [£'(2)] <

N |

1
Donc d’apres I'inégalité des accroissements finis :| f(u,,) — f(a)| < §|un —«

et comme f(u,) =1u,,; et f(a) =«

1
alors | (VneNN): |u, ; —af < §|un — af

1 n
c) Montrons que : (Vn € N) : |u, —a| < <§> la — «f

0
e Pourn=0ona |uy—al=|a—alet <§> =la—q|

1\ 0
Donc |ug —al < <§> la — af

1 n
e Soit n € IN on Suppose que |u,, —a] < <7> la — o Montrons que |u,,; —a| <

2
1 n+1
<§> la — af
. . . 1
On a d’apres la question précédente |u,, ,; —a| < §]un —al (1)
n
et on a d’apres I’hypothese de récurrence |u,, — a| < <§) la — af

1 1 n+1
alors : §|un —a| < <§> la —a| (2)
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1
de (1) et (2) on a |u, ., —al < (§> la — «f

1 n
Donc selon le principe de récurrence : | (Vn € N) : |u, — a| < <§) la — o

1 n
Don¢ (Vn € N): |u, —a| < (5) la — af

0.25 pt d) Déduisons que la suite (u,,),>o converge vers a.
1 n
Ona (VneN): |u, —a| < (§> la — af
. 1\" 1
et lim <7> la—al =0 (car F-l< =< 1)
n—+oo \ 2 2
Donc : | la suite (u,,),~q est convergente et lirf U, =«
- n—+0o0
Exercice 5 : (3 pts)
On considere la fonction F définie surRR par : / et dt
0
1 - On a la fonction ¢t —s e!* est continue sur R ( composée de deux fonctions continues sur R)
Donc F est dérivable sur R (primitive d’une fonction qui s’annule en 0) Et par suite F est
continue sur R Soit € Ron a F’(z) = e*” et puisque V& € Ronae®” > 0 Alors :(Vz € R) :
F'(xz) > 0 D’ou F est strictement croissante sur R.
0.5 pt 2 - a) Montrons que (Vz €]0;400[) : F(z) > « et déduisons liIJP F(x)
Tr—+0o0
Soit t € R et = €]0; +o0[ on a :
2>0=e" >1
= / e’ dt > / 1dt
0 0
= F(z) >z
Donc‘ (Vz €]0; +o0]) : F(z) > $‘
On a (Vz €]0; +00]) : F(x) > x et lir+n x = +o00 alors : ligl F(z) = 400
Tr—+00 T—+00
0.5 pt b) Montrons que F est impaire, et déduisons lim F(z)
T—>—00
Soit r e Rona —z € Ret
.
F(—x) = / et dt
0
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on pose u = —t on a alors t = —u et dt = —du
etonat=0=u=0ett=—ax=>u==x

Donc F(—x) = / et dt = / e (—du) = —/ e du = F(x)
0 0 0

Donc Vz € Ron —x € R et F(—x) = —F(x) d’ou : ‘Fest impaire ‘

On posant u = —z on a lim F(z) = lim F(—u) = lim — F(u) = —oo car
T——00 u—+00 U—+00

lim F(u) = +o00

U—+00

Alors : | lim F(z) = —o0

T——00

0.5 pt c) Montrons que F est bijective de R dans R.
On a F est continue et strictement croissante sur R alors F' est une bijection de R. vers
F(R)
Et on a F(R) = F(]—o0; +00]) :} lim F(z); lim F(z)| =]—o0; +00]
T——00 T—+00
D’ou : ‘Fest bijective de R dans R. ‘
0.5 pt d) Montrons que G la bijection réciproque de F est dérivable en 0, et calculons G’(0).
Ona F(0)=0et F'(0) =1 donc F'(0) #0
Comme F est dérivable en 0 et F’(0) # 0 alors G est dérivable en 0 Et on a : G'(0) =
r 1
F(0) 1
D’ou : ‘G est dérivable en 0 et G'(0) =1 ‘
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Exercice 1 : (3,5 pts)

0 0
On rappelle que (M2(R), 4+, x) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle § = ( ) et
00

1
d’unité la matrice I =
0 1

) et que (M2(R),+,.) est un espace vectoriel réel de dimension 4 .

X

Y On considére ’ensemble
0 x

Pour tout couple (x,7) € R?, on pose M(x,y) = (

E = {M(x,y)/(z,y) € B}

0.5 pt 1 - Montrer que F est un sous-groupe du groupe (M3(R), +).
0.5 pt 2 - a) Montrer que FE est un sous-espace de I’espace vectoriel (Ma(R),+, .)
0.25 pt b) Montrer que 'espace vectoriel réel (F,+,.) est de dimension 2
0.25 pt 3 - a) Montrer que F est une partie stable pour la loi x
0.5 pt b) Montrer que (E,+, X) est un anneau commutatif.
4 - On définit dans M>(R) la loi de composition interne 7" par :
(VM (2,y) € Ma(R)) (VM (2, ) € My(R)
M(z,y)TM (2',y') = M(z,y) x M (2',y") — M(y,0) x M (y',0)
Soit  l'application de C* vers E définie par : © ~ E
x+iy — M(z,y)
0.25 pt a) Montrer que E est une partie stable pour la loi T’
0.25 pt b) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E, T)
0.25 pt c) On pose : E* = E — {0}. Montrer que (E*,T) est un groupe commutatif.
0.5 pt 5 - a) Montrer que la loi T est distributive par rapport a la loi + dans F
0.25 pt b) Montrer que (F,+,T) est un corps commutatif.
Exercice 2 : (3,5 pts)
1 - Pour tout nombre complexe Z € C — {i} on pose : h(z) =i (ZZ_—_Q;)
0.5 pt a) Vérifier que : h(z) =z & 22 —2iz —2=0
0.5 pt b) Résoudre dans C I’équation : (E): 22 —2iz —2 =0
2 - Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé directe (O, e, e_2>)
On note a et b les deux solutions de 1’équation (E) tel que : Re(a) =1
Et pour tout Z € C — {i,a,b} On considére les points M(z), M'(h(z)), A(a) et B(b)
0.75 pt a) Montrer que : (Z((’Z):(D =— (i:g)
0.75 pt b) En déduire que : (m) =r+ (MB,MA)[27].
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0.5 pt 3 - a) Montrer que si M et A et B sont alignés alors M, A, B et M’ sont alignés.
0.5 pt b) Montrer que si M, A et B ne sont pas alignés alors M, A, B et M’ sont cocycliques.
Exercice 3 : (3 pts)
On lance 10 fois de suite une piece de monnaie parfaitement équilibrée.
On désigne par X la variable aléatoire égale a la fréquence d’apparition de la face "pile". (c’est-a-dire
le nombre de fois d’apparition de la face "pile" divisé par 10)
1 pt 1 - a) Déterminer les valeurs prise par X
1 pt b) Déterminer la probabilité de 1’événement {X = %}
1 pt 2 - Quelle est la probabilité de I’évenement : X supérieur ou égale a 1%
Exercice 4 : Probléme (11 pts)
Soit f la fonction numérique de finie sur l'intervalle [0, +oco | par { f(2) = Valno)’s z>0
70) =0
On note (C') sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;; J)
1 - a) Montrer que f est continue a droite en 0.
0.5 pt (On pourra remarquer que : f(z) = (4xi In (:r%))Q
0.75 pt b) Calculer xgrfoo f(z) et N EIE ! (;) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2 - a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 , puis interpréter graphiquement le résultat
0.75 pt obtenus.
0.75 pt b) Montrer que f est dérivable sur |0, 4oc [ puis calculer f'(z) pour z > 0.
c) Etudier les variations de f sur [0, +oc [, en déduire que :
1 pt (ve € [0,1]);0 < va(na)? < (3)°
0.5 pt d) Tracer la courbe (C) dans le repére (O;i;7)
(On prendra pour unité ||| = ||j]| = 2 cm )
3 - Pour tout réel z > 0, on pose F(x) = fml f(t)dt
0.5 pt a) Montrer que la fonction F' est dérivable sur I'intervalle [0, 4-o0].
1 pt b) Calculer F'(z) pour & > 0, en déduire le sens de variation de F sur I’ intervalle [0, +o00].
4 - a) En utilisant la méthode d’ intégration par parties, calculer jal Vt(Int)dt pour tout = > 0.
0.75 pt
0.75 pt b) Montrer que pour tout x > 0
F(x) = —%x\/:?(ln z)? + gzv\/flnx - ;—gxﬁ + ;—?
c) En déduire en m?, 'aire du domaine limite par la courbe (C) et les droites d’équations
1 pt respectives z =0 et x =1 et y = 0.
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5 - Pour out entier naturel n non nul, on pose u, = [1 f(x)dz.

1 pt a) Montrer que la suite (uy),~; est bornée et strictement monotone.
0.75 pt b) Montrer que la suite (uy),~, est convergente puis calculer liT Uy
= T—r+00

FIN
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ROYAUME DU MAROC

MATHEMATIQUES

Exercice 1 : (3,50 pts)

0 0
On rappelle que (M5(R),+, x) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle 6 = ( 00 ) et

10
d’unité la matrice I = ( 01 ) et que (M,(R),+,.) est un espace vectoriel réel de dimension 4 .

Xy

Pour tout couple (z,7) € R?, on pose M(x,y) = ( 0
X

) On considere I’ensemble
E={M(z,y)/(z,y) € R*}
0.5 pt 1 - Montrons que FE est un sous-groupe du groupe (M,(R),+).
0 0
Onaf= - € E, alors E # ()

Soit M (x,y) € Eet M(x',y') € E

Ona M(z,y) — M(z',y") = ( rTTToyTy >; (carz—z' e Rety—y €R)

0 z—x

D’ou ‘E est un sous-groupe du groupe (M, (R), +). ‘

0.5 pt 2 - a) Montrons que E est un sous-espace de l’espace vectoriel (M,(R),+, .)

Ona E+0
Soit M(x,y) € Eet M(z',y') € Eet a, € R
Ona:

aM(x,y>+6M<xay/>:a<x y)w(“’ y)
0 = 0

| ax+ B ay+ By
0 ax + By’

= M(az + 2’ ,ay+ pBy’) € E
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0.25 pt

0.25 pt

0.5 pt

b)

3-a)

b)

Car (ax + B2’) € Ret (ay + fy’) € R.

D’ou ’ E est un sous-espace de 'espace vectoriel (M, (R),+, .) ‘

Montrons que ’espace vectoriel réel (F,+,.) est de dimension 2

Soit M(x,y) € E
Ty
M(z,y) = ( )
0 =z

On a
1 0 1 0
(1))

=2.M(1,0)+y.M(0,1)

Alors (M (1,0); M(0,1)) est une famille génératrice de E
— Montrons que (M(1,0); M(0,1)) est une famille libre
Soit (a; B) € R?

Ona: aM(1,0)+BM(O,1):9<:><a ’8):(0 0)
0 a 0 0

Donca=45=0
Alors (M (1,0); M(0,1)) est une famille libre
D’ot : (M (1,0); M(0,1)) est une base de l'espace vectoriel réel (E, +,.)

Ainsi

Montrons que E est une partie stable pour la loi x

Soit M(z,y) € Eet M(2',y') € E

On a
T y x/ y/
X
0 =z 0 a
( xx' xy +2'y )
M

M((L‘,y) X M('%'/vy/) =

0 zx’

(xa’,zy’ +2'y) € B car  (zaz’ € R et zy +2'y € R)

D’ou : ’E est une partie stable pour la loi x ‘

Montrons que (E,+, X) est un anneau commutatif.

e On a (E,+) est un groupe commutatif car (E,+,.) est un espace vectoriel.
e Et on a (M,(R),+) est un anneau et E est une partie stable par la loi ”x” | alors la
loi ”x” est associative et distributive par rapport a "+” dans F

e Soit M (z,y) et M(z',y") deux éléments de FE
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0.25 pt

0.25 pt

0.25 pt

M(z,y) x M(z",y") = M(za’,xy" + yz’)
=M(z'z, 2’y +y'x)
Mz, y") x M(x,y)

Alors la loi ”x” est commutative dans E

D’ou ’ (E,+, x) est un anneau commutatif. ‘

4 - On définit dans M, (R) la loi de composition interne T par :

(VM (2, ) € My(R)) (VM (2',5f) € My(R))
M(z,y) TM (2',y") = M(x,y) x M(z',y") — M(y,0) x M (y’,0)

T o c = B
Soit  l'application de C* vers E définie par :
r+iy = M(z,y)

a) Montrons que F est une partie stable pour la loi T
Soit M(x,y) et M(x’,y’) deux éléments de E
Ona M(z,y)TM(z',y") = M(z,y) x M(z',y") — M(y,0) x M(y’,0)
et M(xz,y) x M(z',y") € Eet M(y,0) x M(y’,0) € E
car d’apres la question 3 — a) F est une partie stable pour la loi x
et (M(z,y) x M(z',y") — M(y,0) x M(y’,0)) € E car (E,+) est un groupe

D’ou ’ FE est une partie stable pour la loi T ‘

b) Montrons que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E, T)

Soient z = x + iy et 2/ = x’ + iy’ deux nombres complexes non nuls

On a ¢ ((z+iy) x (2" +iy')) = ¢ (vx’ —yy' +i(zy’ +2'y)) = M(zz’ —yy'; 2y + 2'y)

On a

x4+ 1y) TM(z' +1y'))

¢ ((2)T(2")) ((
(z,y) x M(2,y") — M(y,0) x M(y,0)
(
(

M ((
M
M(zz',xy” +yaz') — M(yy’,0)
M

vz’ —yy zy’ +yx')

w(z x 2"

D’ou ’ ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E, T) ‘

c) On pose: E* = F— {#}. Montrons que (E*, T) est un groupe commutatif.
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M(z,y) € p(C*) < I(a+1b) € C*;p(a+ib) = M(z,y)
< J(a+1ib) € C;M(a,b) = M(z,y)
< 3d(a+ib) € Cia=uzetb=y
< M(z,y) € E*

Alors o(C*) = E*
et puisque ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E*, T) et (C*, x) est un groupe

commutatif

D’ou ’ (E*, T) est un groupe commutatif. ‘

0.5 pt 5 - a) Montrons que la loi T est distributive par rapport a la loi + dans F
On considére trois matrices M (z,y) et M(z',y") et M(z",y") de E
On a
M(x,y)) T (M(z",y")+ M(x",y")) = M(x,y) TM (2" + 2",y +y")
=Mz +2") =y +y");zy +y') +y (2" +a")
— M(xx/ + xm" _ yy/ _ yy"; xy/ + xy" + yx/ _"_ yx">
et on a
M(x,y)) TM (2, y") + M(x,y) TM(x",y") = M(xx’ —yy'; 2y +2'y) + M (zz" — yy"; zy" + z"y)
— M(l,l,/ _|_ ,:L',:L'" _ yy/ _ yy";l’y, _|_ xy“ _|_ y$/ + ym")
donc M (z,y)T (M(z',y") + M(z",y")) = M(z,y) TM(z’,y") + M(x,y) TM(z",y")
D’ou ’la loi T est distributive par rapport a la loi + dans E ‘
0.25 pt b) Montrons que (F,+, T) est un corps commutatif.
e On a (E,+) est un groupe abélien
e et d’apres la question 4)c) on a (E*, T) est groupe
e et d’apres la question 5)a, la loi T est distributive par rapport & la loi + dans E
D’ou ’ (E,+,T) est un corps commutatif. ‘
Exercice 2 : (3 pts)
, (22— 21
1 - Pour tout nombre complexe Z € C — {i} on pose : h(z) =i ( : )
z—1
0.5 pt a) Vérifions que : h(z) =2 22 —2iz—2=0
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0.5 pt

0.75 pt

0.75 pt

Onah(z)—z@i(z_2l> =2z

zZ—1

z— 2 z
<~ - | ==

zZ—1 ')

S iz —2i) = z(z —1)

Siz+2=22—iz

=22 -2i2—2=0

dott |h(z) =2& 22 —2iz—2=0

b) Résolvons dans C ’équation : (E): 2?2 —2iz —2 =0

OnaA=(-2i)2—4x(1)x(-2)=4

—(—2i) — V4
2x1

2 - Le plan complexe est rapporté & un repeére orthonormé directe (O, e, e5) On note a et b

alors | les solutions de I’équation (E) sont : z; = =i—letz,=i+1

les deux solutions de I’équation (E) tel que : Re(a) = 1 Et pour tout Z € C — {i,a,b} On
considere les points M (z), M’ (h(z)), A(a) et B(b)

h(z) —a\ z—a
a) Montrons que : (h(z)—b) =— <z—b>

z2—2i+i(l+1i)(z—1)

_ z—1
z—2i+i(—1+1i)(z—1)
z—1

z2—2i+ (i —1)(z—1)
z2—2i—(1+1)(z—1)
1z—1+1

b) En déduire que : (m m> =m+ (mm) [27].
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0.5 pt

0.5 pt

On a (M’B, M’A) = arg (ZA_ZM/> [27]

Zp — Zpp
= arg (Z:ZEZ) [2n]
Z‘Z) [2n]

a — Z> [27‘(]

7r+arg(b
E?T-F(W) [27]

arg (-

—Z

3 - a) Montrons que si M et A et B sont alignés alors M, A, B et M’ sont alignés.
Si A, B et M sont colinéaires alors (W, m) = 0[n]
= <m) = 0[27] ou (ﬁ) = m[27]
= (W,W) = 7|27 ou (M—/B, m) = 2n[27] car (W, m> =7+ (FB, m> [27]
= <m§, m> = 7[27] ou (W, m> = 0[27]
= (m’, m) = 0[]

donc A, B et M’ sont colinéaires.

d’ou ’si M et A et B sont alignés alors M, A, B et M’ sont alignés.

b) Montrons que si M, A et B ne sont pas alignés alors M, A, B et M’ sont cocy-

cliques.

ZA— 2\ zZg —
:>(A ZM)X(B ZM>€R
zZg — Zyp 24— 2y
Alors les points A, B, M et M’ sont alignés ou cocycliques.

et puisqu’on a supposé que M, A et B ne sont pas alignés

Alors ’ A, B, M et M’ sont cocycliques.

1 pt

Exercice 3 : (3 pts)

On lance 10 fois de suite une piece de monnaie parfaitement équilibrée.
On désigne par X la variable aléatoire égale a la fréquence d’apparition de la face "pile”. (c’est-a-dire
le nombre de fois d’apparition de la face "pile” divisé par 10)
1 - a) Déterminons les valeurs prise par X :
Pour le lancer d’une piece de monnaie équilibrée et non truquée, 'univers des possibilités
est Q ={ P, F }

L’expérience en question consiste a répéter le lancer 10 fois. Le résultat (d’obtenir Pile)
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est représenté par une variable aléatoire de la loi de Bernoulli de parametre p(Pile)=p(Face)=1/2
La variable aléatoire X en question associe a chaque événement la fréquence d’apparition

de Pile dans une série de 10 lancers.

o 1 10
i 10710° 7710
Autrement dit : X(Q2) = { %00 <i<10}

Ainsi les valeurs possibles de X sont

b) Déterminons la probabilité de 'événement [X = 1] :

1 pt L’¢événement, [X = 3] ou plutot [X = 5] , donne une information sur I'obtention de
(Pile) exactement 5 fois dans une épreuve de 10 lancers indépendants. Alors la probabi-
lité de vérification de I'événement [X = 3] se calcule ainsi :

PIX =3]=Ch (3)° (1-3)° = 35
2 - La probabilité de Pévenement : [X > 190] :
9 9 10
Ona:P|X>—|=P|X="—ouX = —
i [ = 10] [ 107" 10}
9 10
—P|X="|ouP|X="
[ 10] . [ 10]
1 1 1 1
=Clo (5)9 (11— §>1 +C1o (5)10 (1— 5)0
1
1024
1 pt Donc P[le%]:ul)ﬁ
Exercice 4 : Probleme (11 pts)
. . . o . J(z)=vz(lnz)% x>0
Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle [0, +oc | par :
f(0) =
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;; J)
1 - a) Montrons que f est continue a droite en 0.
On a :
= hrrolf(x) = lirrol\/f(lna:)2
x>0 x>0
. 1 1 2
= lTl%l <4:c4 In (x4)>
= ltir10116(t In(t))%(enposant : t = x%)
t>0
=16 x 02 =0 = £(0)
0.5 pt ‘Donc f est continue a droite en 0 ‘
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b) Calculons lim f(x) et lim @ interprétons graphiquement le résultat obtenu.
T—+00 T—+00
0.75 pt Ona: lim f(z)= lim z(lnz)? = +o0
T—+00 T—+00

Car (wl_lg_noo In(x) = 400 et :1:1—1>r-'£loo Vr = 400)

13 2
lm ) gy YR g (0(Y)
T—+00 x?Jrog T—+00
= lim M:w lim ()2 =16 x 02 =0
oo (xd)? t oo

Donc admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses (OX) au voisinage

de +o00.

2 - a) Etudions la dérivabilité de f & droite en 0 , puis interprétons graphiquement le résultat
obtenus.

On a:

1NN 2
lim ( 1(0) = lim (4 . (:ﬂ))
e T o0 T

o (am (%))’

1
z—0 T)2
x>0 T4 )

= Lim16(t In(t))%(enposant : t = %)
t>0

=16 x (—00)? = +o0.

‘ Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 ‘

Alors la courbe admet une demi tangente verticale dirigée vers le haut a droite du point
0.75 pt d’abscisse 0.
b) Montrons que f est dérivable sur |0, +o0o [ puis calculons f’(x) pour z > 0.
f est dérivable sur ]0,4+o00| comme étant le produit de deux fonctions dérivables sur
10,400
Soit x > 0 :
Ona:

f'(z) = (Va(inz)?)’
= (EY (In2)? + ()Y V&
1 , o1
ﬁ(lnx) —|—2-;-lnm-\/§

(4 + Inx)lnz
2V

0.75 pt .
c) Etudions les variations de f sur [0, 400 ]
Soit x > 0
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1 pt

0.5 pt

f(x) =0«

(44 Inz)inx
2Vx

& (44 Inz)lne =0

<4+ lnx = 0oulnz =0

sSr=ctour=1
x 0 e 4 1 +00
Inx - — — 0 +
4+ Inx - 0 + + +
f(x) + 0 - 0 +
(é)2 +o00
0 0

En déduisons que : (Vz € [0,1]);0 < Z(Inz)? < (4)°

D’aprés le tableau de variations de fon a :

f est continue et strictement croissante sur I'intervalle [0, e~4] donc f réalise une bijection

de [0,e7] vers [0, (2)?]

e

donc pour tout = € [0,e74];f(z) € [0, (2)?]

e

De méme sur I'inervalle [e™*,1] on a :
pour tout x € [e™*,1];f(x) € [0, (2)?]

e

D’ou :(Vx € [0,1]);0 < z(lnz)? < (%)2

d) Tracer la courbe (C) dans le repére (O;1; )

1!
9|
31
(On prendra pour unité |7 = ||j] = 2 cm )
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0.5 pt

1 pt

0.75 pt

0.75 pt

3 - Pour tout réel z > 0, on pose F(x f f(t)

)

b)

4- a)

Montrons que la fonction F est dérivable sur l'intervalle [0, +oof.

On sait que f est continue sur [0,+oo| et puisque 1 € [0 +oo[ alors elle admet une

seule primitive G sur [0, +oo| tels que : { Va € [0, +oo[: f f()dt; G(0) =0
Var € [0, +ool: G'< > - (@)
Donc :F(z f f(t) *fle(t)dt:—G(x)

et comme G est dérivable sur [0, 400 alors F'est aussi dérivable sur [0, +o00] ,et on a :
F'(2) = —G'(2) = —f(z) = —/E(In)’

Calculons F'(z) pour = >0 :

Et déduisons le sens de variation de F'sur I’ intervalle [0, +00].

On a :Vx € [0, +o0[ : F'(z) = —/z(Inx)? <0

Donc :F est strictement décroissante sur [0, +00].

En utilisant la méthode d’ intégration par parties, calculons L ! Vt(Int)dt pour tout
x > 0.

Il
| I——
M\»—A
+ [ =
H
o~
3
~
1
8 —-
|
\H
W N
-

(MM
| =
QU
~

2 5 Lo
= |=t2 — - t2dt

[3 } 43

2 272 51t
e 7§l — = 7~t2

gt e 3[3 L

2 22 2
=—30t e —3(3 30
= gglnw—é—i-é x%
3 9 9

b) Montrons que pour tout z > 0

2 8 16 16
F(x) = —gxﬁ(lnx)z + §x\/51nx — Ex\/i—l— 77

MTM-Group (MathsForBac) 10/12 Option SM A & B




Session : RATTRAPAGE 2018

1 pt

2 Yoot 2Int
= |:§t% (lnt)QL _/ g . t% Tndt
€T
2 toog !
= [ft% (lntﬂ — / tz - Intdt
3 x 3 x
2 4 (!
= —gzz:% (Inz)? — / t2 - Intdt
2 4, 2 4 4
= —gx% < (Inz)? — §(_§x% lnx — 9t g x?)
2 8 16 16
= —gxﬁ(lnm)2 + §xﬁlnx — 2—733\/5 + 57

c) Déduisons en m?, 'aire du domaine limite par la courbe (C) et les droites d’équations
respectives x =0 et x =1 et y = 0.
Ona:Vx >0;f(z) >0

Donc :

2 1 1
= lim(—gx\/f(lnx)2 + gazﬁlnx — 2—335\/5 + 2—(73)

5 - Pour tout entier naturel n non nul, on pose u,, = f; f(z)dz.

a) Montrons que la suite (u,) _, est bornée et strictement monotone.
Ona:u, = f; f(z)ds = F(L)
et on a:
1
n>1=0<-<1
n
1
= F(0) < F(—) < F(0)
n
1 16
=0<F(—-) < =
- (n) -2

Donc la suite (un)n21 est bornée.
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1 pt

0.75 pt

b)

D’autre part,on a :

n>0=n+1>1
1
n+1<%
1

S P(— < O

n+1

)

= Up 41 > Uy,

Dot la suite(u,,) _, est strictement décroissante.
Montrons que la suite (u,,)
On a (u,)
une limite réelle [ telle que :

l= lim u, = lim F( )= F(0) =18

1
n—+o0 n——+00 n 27

n>1

n>1

est convergente puis calculons lim wu, :

n—-+0oo

est une suite croissante et majorée par % donc elle est convergente vers

FIN
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Exercice 1 : (3.5 points)
On rappelle que (C,+, x) est un corps commutatif et que (M2(R), 4, X) est un anneau unitaire de
. . 0 0 " . 10
zéro la matrice nulle O = et d’unité la matrice I =
00 01

Soit * la loi de composition interne définie sur C par :

Y(z,y) € R?) (V(a,b) € R?) ; (z + yi)(a + bi) = za + (22b + a®y)i
( ) ( )

0,25 pt 1 - a) Montrer que la loi * est commutative sur C.
0,5 pt b) Montrer que la loi * est associative sur C.
0,25 pt c) Montrer que la loi x admet un élément neutre e que I'on déterminera .
0,25 pt d) Soit (z,y) € R* x R. Montrer que le nombre complexe z + yi admet le nombre complexe
- — %z’ comme symétrique pour la loi *.
xr x
2 - On considére le sous-ensemble E de C défini par : E = {z + yi/z € R* ; y € R}
0,25 pt a) Montrer que E est stable pour la loi * dans C.
0,5 pt b) Montrer que (F,*) est un groupe commutatif.
0,5 pt 3 - On considere le sous-ensemble G de E défini par : G = {1+ yi/y € R}
Montrer que G est un sous-groupe de (F,x*) .
4 - On considére ensemble F' = ¢ M (x,y) = (i Y /(xz,y) € R xR
x
0,25 pt a) Montrer que F' est stable pour la loi x dans Ms(R).
0,5 pt b) On considére 'application ¢ : EFE — F
r4yi — M(2?%y)
Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E, ) vers (F, x)
0,25 pt ¢) En déduire que (F, x) est un groupe commutatif.
Exercice 2 : (3.5 pts)
Soit m un nombre complexe non réel (m € C\R)
I - On considere dans C I’équation, d’inconnue z définie par :
(E): 22— (1+9)(1+m)z+2im =0
0,25 pt 1 - a) Montrer que le discriminant de 1’équation (F) est non nul.
0,5 pt b) Déterminer z; et 22, les deux solutions de I’équation (E)
2 - On suppose dans cette question que m = e avec 0 < 0 < 7
0,5 pt a) Déterminer le module est un argument de z; + 2.
0,25 pt b) Montrer que si 2122 € R alors 21 + 29 = 2i
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= —
IT - Le plan complexe rapporté un repere orthonormé direct <O, U, v ),
On considere les points suivants :

A, B et C d’affixes respectives a =1+i, b= (1+i)metc=1—1i

D Timage de B par la rotation de centre O et d’angle g et  le milieu du segment [C'D].

0,5 pt 1 - a) Montrer que laffixe de Q est w = (1—1)(21—m)
0,25 pt b) Calculer
0,5 pt c) En déduire que (OQ)L(AB) et que AB = 201).
2 - La droite (O2) coupe la droite (AB) au point H d’affixe h
0,5 pt a) Montrer que b :Z est réel et que 5 f . est imaginaire pur.
0,25 pt b) En déduire h en fonction de m.
Exercice 3 : (3 points)
On admet que 2969 (’année amazighe actuelle ) est un nombre premier.
Soient n et m deux entiers naturels vérifiant : n® +m® = 0 [2969]
1 - On suppose dans cette question que 2969 que ne divise pas n.
0,5 pt a) En utilisant le théoréeme de BEZOUT, montrer que : (Ju € Z) :u xn = 1 [2969]
0,5 pt b) En déduire que : (u x m)® = —1 [2969] et que (u x m)?**® = —1 [2969]
( On remarque que : 2968 = 8 x 371 )
0,5 pt c) Montrer que 2969 ne divise pas u X m
0,5 pt d) En déduire qu'on a aussi (u x m)?*%® =1 [2969].
0,5 pt 2 - a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n.
0,5 pt b) Montrer que : n® +m® =0 [2969] <= n = 0 [2969] et m = 0 [2969).
Exercice 4 : ( 10 points )
PARTIE I - On considere la fonction f définie sur R par : f(z) = 4z <e_$ + %IL‘ — 1) et on
note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, z—>, ]—>)
0,5 pt 1 - Calculer xEIPOOf(x) et mEI—Poof(x)
0,5 pt 2 - a) Montrer que f est dérivable sur R et que (Vx € R): f/(z) =4(e™* —1)(1 —2)
0,75 pt b) Etudier les variations de f sur R, puis donner son tableau de variations.
3
0,5 pt c) Montrer que : la € ] g; 2[ tel que f(a) =0 ( On prendra e2 = 4.5)
0,25 pt d) Vérifier que : e7* =1 — %
0,5 pt 3 - a) En appliquant le théoréeme de ROLLE & la fonction f/, montrer qu’il existe g de 'inter-

valle ]0; 1] tel que : f"(xz0) =0
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0,5 pt b) En appliquant le théoréme des accroissement finis a la fonction f” , montrer que pour
tout x différent de z( de U'intervalle [0;1], on a : xf”_(:;)o >0
0,25 pt ¢) En déduire que I(xg, f(xo)) est un point d’inflexion de la courbe (C).
0,5 pt 4 - a) Etudier les branches infinies de la courbe (C).
0,5 pt b) Représenter graphiquement la courbe (C) dans le repere (O, ?77) (On prendra :
Il = 7]l = 1em , f(1) = —0,5 et il n’est pas demandé de représenter le point I )
0,25 pt 5 - a) Vérifier que : (Vz € |—00;0a]) ; f(z) <0
0,75 pt b) Montrer que : /a f(z)dx = 2a(a§)—3) , puis en déduire que : g <a<+3
0,5 pt c) Calculer en foncotion de a, en em?, I'aire du domaine du plan limité par la courbe (C) et
les droites d’équations respectives y =0, x =0 et z = «
PARTIE II - On considére la suite numérique (uy,)nen définie par :
u<aet (VneN) 5 uprr =up+ fluyn)
0,5 pt 1 - a) Montrer par récurrence que : (Vn € N) u,, < o (utiliser 5-a) de la PARTIE I)
0,25 pt b) En déduire que la suite (u,)nen est décroissante.
2 - On suppose que 0 < ug et on pose (Vz € R) ; g(z)=e"+ %x - Z
0,5 pt a) Montrer que (Vz € R); g(x) > 0 (On prendra : In(2) = 0,69)
0,5 pt b) En utilisant le résultat de la question précédente, montr